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A M. MONGE, 

MEMBRE DE L'INSTITUT, 

CH. DUPIN- 



Mon illustre maître. 



Je itats dédie mon premier Ouvrage dan» un genre où 
je dois toiuà^fos leçonajvos encouragement m*ontengagé 
dans la carrière aplanie par vos travaux; vos avis, vos 
suffrages ont soutenu mes premiers pas , eâ fai pensé 
qt/avoir obtenu de vos mains laphis simple palme, c'^aii 
awir remporté déjà un noble prix. 

a 
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^0725 les t/xip- hngues lahhéea qi/il m*a fallu passer en 
des contrées presque barbares , et si loùi de mon pays ^ c^rès 
ce qui tient aux qffectixins de la nature , ce que je regrettais 
le plus, c'étxiit Vanùtié de ces hommes illustres f_ dont les 
préceptes iieTweillatiis m^éiei^aieTtt au-^dessusde moi-même, 
et dont lapréscTice était pour mon courage un aiguillon qui, 
chaque. Jour, nmimail mes forces facilement épuisées. 

Cependant, Tncdgrél'imrfivieûinteA^all&quî twus séparait,, 
f étuis encore en' présence de vous et àe vos pairs; Je char- 
mais ma solitude en vous soumettant en idée mes travaux; Je 
songeais à ce qu'ils d^aient être pour mériter réprobation 
de semblables Juges , et , plein dHune ardeur toujours 
nouvelle, J'espérais que le temps et la répétition continue des 
mêmes efforts, rendraient enfin mes faibles ébauches moins 
indignes de vous être présentées. 

yous m'apprendrez si mes vœux et mes espérances n* étaient 
paà seulement une heureuse chimère , ou si les modèles qui 
fixaient incessamment, itieàre^ards; 7^ oni pus rehaussé quelr- 
ques traits de ces copies, ou de ces imitations. Que si votre 
r^nse et dès-lors la décision du public ne ?n'étaient pas 
entièrement défavorables , c'est à vous-même quej*en rcqjpor- 
terais l'/tonneur; et Je vous dirais, comme cet j4ncien à son 
mécène et son ami ^ 

QqocI spiro et placeo, si placeo, tuum est. 
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PRÉFACE. 

Quoique oetJiHiTrage, diyiaé.par Mémoires^ sefia^ ài)|M»bcer 
plutàt des recherches >scàenléfi9uestqii'ua^faûé<élëiiKiitaii%, 
cependant <^est un Traiié SémerUaire ^lir ia ■eturbupe 4kê 
nttfaoea. Neas avoue smieux aimé développer plus lofigoe^ 
ment beaucoup «je tpanties^ pouil^r doimer peu? -de clarbé^ 
Le mérite de nos résultats en sera moins. sailkiM. Ma^s «otrd 
m^ode est jfJns utile ; et ai nous cendfjns -queli^Me sepvice 
aux hommes À qui oet éopit est -^lécialement destiné , àiad. 
Ingénieurs^ -nous aurons ja|,tesnt notre hxA. 

.I^es progi^ de ia scxenoe ne 8fmt :T!cakuC34 .firiiblU0iis,'quâ 
quand ils amènent aussi le {Hnigrès^des Traités élémentaires} 
c*est par ces écrits que les coneepiioiu nourJelles , réservëes 
d'abord au petit nombre des esprits ^n^érieiftrsj der\«mént 
enfin des connaissaBoes génénAes^ «t râmifieDtdeuri bieuÊàtt 
dans tontes les 'parties ^ùi. m'attendent qu'une f^lîcàtion 
intelligeaDte. ' , ; • 

Présentons Dapidanent quelques aperçu^ ODéoesspiiies ^ 
«aisir pour hi«i entrer dans! l!eqipit de 'aKtioiKfrag& ' > 

Les recherches .qui &nt 3'dbjeC de loèi iiémeicoq ont .été 
commencées en a 8oô, etcontinuées en i:8(i6<e[t a'8b);^ Flnaieurs 
des résuhats auxquels-ciles ont^nduÂ^elar«utaiirisp tavneraot 
ccmsignés dans la CorreéponoUBce: pad^téchniquÈ. ^^edipifes 
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vnj PRÉFACE. 

•avans en ont donné ensuite des démonstrations très-dignes 

d'être étudiées , et pareillement consignées dans cet écrit 

périodique. 

Long-temps après, lorsque l'auteur eut conçu l'idée, de 
rendre son ouvrage de quelque utilité pour les élèves de 
l'École Polyteclmique, ou des corps du Génie, il l'a reoom- 
mencé entièrement , en cherchant à mettre plus d'ordre dans 
sa marche , et plus de simplicité dans un sujet toujours assea 
compUqué par lui-même. 

Le principal- objet de ces Mémoires est de développer la 
théorie de la courbure des sur&ces, et de montrer à la fois 
par des applications nombreuses, prises dans les travaux des 
Services Publics, etl'utihté dont peut être cette même théorie, 
et les moyens généraux de s'en servir. 

On a donc divisé cet ouvrage en deux parties, la théorie 
et les applications. Cinq Mémoires sont consacrés à la théorie, 
les trois premiers traitent de la ceurbure des sur&ces consi- 
dérée à partie d'un point unique, les deux autres considèrent 
cette courbiure sur toute l'étendue des surfaces. Cette première 
partièquenbnspi^fatioBsanjourd'huiformeunouvrageoomplet. 

On a^cDDStamment séparé les deux méthodes de la Géo- 
inétrie pure ou rationnelle et de la Géométrie analytique; 
diecuné d'elles peut parvenir aiix mêmes résultats par les 
BM^ieos qui lui sont propres; chacune a ses inconvénients 
et «is airantagés :: il &ut connaître, les tms et les autres pour 
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PRÉFACE- ix 

procéder dans tone les cas à la recherche de la vérité, par la 
voie la plua convenahle. 

El d'ailleurs, si dans Tétat actuel de la science , la Géométrie 
analytique semble avoir acquis une supériorité incontestable 
sur la Géométrie rationnelle, par la facilité et, en général, 
ia rapidité de ses opérations; les considérations de cette der- 
nière méthode ne sont pas moins nécessaires à quiconque veut 
descendre , des généralités de la science , aux applications 
usuelles des arts dont les travaux sont soumis à des lois 
mathématiques. Cette Géométrie est donc indispoisable- & 
tont Ingénieiu*. 

Voilà pourquoi dans le prouier Mémoire et dan^e qua- 
trième , avant de passer à la théorie analytique de la courbure 
des surfaces considérée d'abord à partir d'un seul point, et 
après sur toute l'étendue de ces sur&ces , on a présenté par 
la simple Géométrie, tous les prinrapes auxquels l'analyse a dû 
conduire ensuite. Nous suivrons constamment cette méthode. . 

Nous conseiUerons donc à tous ceux qui se destinent aux 
Sorices Publics, de ne pas se borner aux méthodes analyti- 
ques, sans craindre par là de faire un double emploi de leur 
temps en parvenant deux fois aux mêmes résultats par deux 
routes différentes. Mais peut-être les analystes, beaucoup 
plus &miliera avec les calculs qu'avec les considérations 
géométriques, feront -ils bien de. conunenca: par, lire lea 
Mémoires d'analyse appliquée^ dont on a, pour cette raison , 
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X PRÉFACE. 

rendu la lecture indépendante des Mémoires 4e Gé<nnétrie 
pure. 

La seconde partie eat composée de quatre Mémoires : ce 
«ont des applications des principes posés dans la [uvmièr« 
partie: 

D'abord aux méthodes de la Géométrie descriptive , dans 
iea questions où il a'^agit de dëtermïJBer des grandeurs gra->- 
phiqne8qutd^en4eDtd^élénieatsduaecoxidordre,c'e8t^-direj 
d'éléments de la oourbare des %nes «t des surfaces. 

- Ensuite à la stabilité des vaisseaux -et à l'équilibre des 
corps flottants , en général, qu'on ramèneà des oonstdéralâone 
■pnrenMht géonétriqn^ , au moyen des prc^iétés djes o^itrcs 
de courbure des sur&ces. 

Troisièmement k ia .question des déblais et remblais déjà 
frétée par Monge , mais dans ie cas «eulement où ies routes 
doivent être constaimiaeiit rectiUgnes : jtous -MVfms supposé 
les routes tracées sur des sur&ces quelconques , et chercjié 
les lois qu'elles doivent suivre dcuis cette hypothèse, qui est 
à projH'emeDt parler le cas de la nature. . 

Enfin k l'optique , en &isaut voir que la d^onstratioa 
de» beaps principes d^uverts par Malus sur les surifàces 
formées par les rayons réfléchis «t réfractés , «ur les tîeux 
des images, etc., peut se déduire immédiatement despriur 
cipes dxposésdans lapreoifôre partie de ces Développements; 
, ï*eut-être iiusai . jcàudrons^nous à ces divers sujets une 
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«xpoûtion dea principales méthodes qui cbnstitaent la tbécnrie 
du DéfUemmé. Alors les Ingénieurs irouveraieiit réunis dans 
on aeùl Tohune, les applicaticms les |dms importantes que 
ia Géométrie fournit aux travaux qu'ils dirigent. 
' Tel est le cddre dans lequel est circonscrit cet ouvrage. 

Si les circonstances noua permettent de recaeinu* les ma- 
tériaux qn^noos- desirons, ooQs ferons précéder la secoiïde 
purtiè par un Précis historique des travaux faits en Géotnéta-i« 
par les anciens élèves de TÉcole Poljtechoiqne. Déjà pilusleurs 
de ces élèves ont péri > la tradition de ce qui leur appardeut 
dans le perfectionnement de la science se perd de jour en jour; 
et d'autres qu'eux , peut-être , recueilleraient injustement le 
fruit de leurs veilleB. Nous nous crbirons trop heureux.;» àous 
parvenons à rendre aux hommes qui ne sont plus , comme 
aux hommes qui sont encore , la justice qui leur est due. 

Avant de terminer ces notions préliminaires ^ nous croyons 
devoir témoigner toute notre reconnaissance aux Géomètres 
qui ont bien voulu nous- accorder leurs conseils et quelquefois 
leurs encouragements , à Carnot, ce grand homme qu'il suffît 
de nommer, aux savants d'Italie et surtout à Paoli , qui nous 
ont éclairé sans paraître mettre de prix à leurs lumières, et qui 
croient que les beaux talents ne sont pas départis aux hommes 
supérieurs pour en accabler les hommes moins favorisés de 
la nature , mais pour leur faciliter une route toujours trop 
hérissée d'obstacles. 
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xij PRÉFACE. 

Eofin nous n'oublierons pas non plus nos anciens cama- 
rades de rÊcole Polytechnique, nos chers amis Augoyat^*^et 
Marestier ^**\ qui ont bien voulu relire nos manuscrits, en 
relever les inexactitudes, et nous faire retoucher les passages 
écrits d'une manière obscureoiu peu rigoureuse. Loin de rougir 
de semblables services, nous éprouvons un vrai plaisir & 
les Ëûre connïdtre, et nous voudrions que cet exonple, plus 
généralement suivi, rendit aussi les vrab aristarques et plus 
faciles et plus communs. 

^*y Capitaine «n Corps du Génie militaire et l'im dea fondateurs de l'Académie 
Ionienne. 

(««) Ing&ùenr de la Mazim française , aacien Clief de Difiaion de l'Ëoola Folj-^ 
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INSTITUT DE FRANCE. 

CÙ^E DES SCIENCES PHYSIQUES ET MATHÉMATIQUES. 



RAPPORT 

FAIT PAR UNE COMMISSION 

œHPOSÉE 

DE MM. CARNOT, MONGE ET POISSON, 

StIB LES TROIS FBEMlEItS HÉMOIBES 

DE GÉOJMÉTRIE ET D'ANALYSE 

Préseatét par On. WeW, dans la Séamt du i4 décembre iSii. 



M. Dtrpm se propose dé publier un ouvrage qui aura pour 
.titre ; D^yeloppementb DE GÉoscéTRlB- RA'irioNNtiLiiï ' Et 
A-tiAvmQVEt pour servir de Sïàte aua Traités de Oéoirtéirie 
JJescriptivp et de GéométrK .analytique de M'. Môît&b. ' 
Cet ouvrage sera le recueil de plusieurs Mémoires que 
l'auteur a composés sur des questions purement théoriques; 
et sin* d'autres problêmes qui trouvent des- applications 'utîleé 
dans les arts, et particuHk^ment dans le service des Ingé- 
nieurs. Avant de le faire paraître, il désire que les diffîrentes 

b 
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parties de son traraîl soient soumises au jugement de la Classe 
à laquelle il a présenté, dans une de ses dernières séances, 
trois de ses Mémoires qu'elle a renvoyés à notre examen. 
Les questions qu'il y a traitées, sont relatives aux courbures 
.des suriaces. iSon objet principal est de rendre celte théorie 
plus élémentaire , et surtout £vn usage plus facile dans les 
nombreuses t^plicatiœis dont elle est susceptible. Ce qu'il 
importe en effet, dans les arts, c'est de pouvoir ramener la 
solution des {ffoUèmes & des (xmstruotions graphiques faciles 
à exécuter, et c'est en cela que les procédés simples et uni- 
formes de la Géométrie Descriptive sont d'une si grande 
ut^ité à toutes les'claases d'Ingénieurs. 

Dans le premier de ces trois Mémoires, M. Dupin rappelle 
tous les théorèmes connus sur la courbure des surËices, et 
sur les omtaicts du second ordre. U parvient à. les d^mpntrer 
par des considérations géométriques, et sans aucun calcul. 
Il yi ajoute ensuite d'autres théorémea qu'il à. découverts , 
et qui sont poiK la plupart remarquables par la simplicité de 
leurs énoncés. 

Les cerdes osculateurs de toutes les sections normales que 
l'on peut faire ei:^ uq point donné sur one surËu», ont leurs 
centres sur h^ normale en ce point; mais comme leurs rayons 
sont en .général illégaux, et quelqùe^s tournés en sens op- 
posés, il s'ensuit qu'ils ne peuvent pas appartenir tous à 
wie .même sphèrej maia on soit |Hir l'analyse, et M. Dupin 
^léi[W)ntre-6intbétiquem€at que tons ces cercles sont toujours 
osqUateurs des sections normales d'un même ^psoïde, ou 
plus gf^éraleii^eat d'une 'sfir&ce du second degré dont un 
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•Aes axes coïncide avec la normale au point donné. Cet ellip- 
soïde est oscillateur de la sur&ce donnée dans tous les sens 
autour du point du contact; et pour déterminer la courbure 
de cette sur&ce , il suffît de considérer celle de l'ellipsâde & 
son sommet. Ainsi dans une sur&ce quelconque , comme au 
sommet d'un ellipsoïde, 'les directions de là. plus petite et 
de la plus grande courbure, à partir d'un même point, sont 
à angle droit. Ce sont les seules directions suivant lesquelles 
les normales consécutives puissent se couper, d'où il résulte 
les diverses propriétés des lignes de plus grande et de moindre 
courbure que l'un de nous ( M. Monge ) a le premier fait 
connaître ; et enfin l'on en peut aussi conclure le beau théo^ 
rème d'Euler, d'après lequel les courbures de toutes les sections 
normales autour d'un même point, se déduisent facilement 
des deux courbures principales. 

M. Dupin considère, en particulier, les surfaces du second 
degré qui ont un centre. Il donne une construction simple 
et facile à exécuter , pour déterminer en chacun de leurs 
points, les- directions et les grandeurs des deux courbures 
principales, et généralement de toutes les autres sections 
normales. 

Revenant ensuite à la tbéorie générale des courbures, il 
démontre un théorème dont l'énoncé est assez compliqué, 
mais dont il tire deux conséquences importantes. 

II en conclut d'abord que si deux surfaces se touchent dans 
toute l'étendue d'une ligne courbe, tout plan tangent à cette 
ligne coupra^ les surface^ suivant deux courbes qui auront 
entre elles un contact d'un ordre immédiaf^nerU supérieur à 
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celui de ces surfeces {*). Lorsque, par exemple, un cône enl- 
brasse une sphère, il a avec elle^ dans toute l'étendue d'un 
petit cercle, un contact du premier ordre. Or, tout plan mené 
par une tangente à ce cercle, coupera le cône et la sphère, 
suivant deux courbes qui se toucheront au second ordre j 
de sorte que la section de la sphèr^sera le cercle osculateur 
de la section conique. 

La seconde conséquence que M. Dupin déduit de son théo- 
rème, c'est que si deux surfaces ont un plan tangent commun 
en un point, et que deux sections faites par un plan normal 
passent par une droite tracée sur ce plan tangentj ces sections 
ayant entr'elles un contact du second ordre, il en sera de 
même par rapport à toutes les sections obliques faites par des 
plans passant par la même droite ; il en résulte donc que la 
sphère qui contient le cercle osculateur d'une section normale 
faite dans une surface quelconque, contient aussi les cercles 
des sections obliques Ëiites par des plans qui passent par la 
même tangente, ou autrement dit, si im plan tourne autour 
d'une droite tracée sur le plan tangent à une surface, toutes 
les courbes suivant lesquelles il coupera cette surface , auront 
leurs cercles de courbure siy une même sphère. Le théorème 
qui lie les courbures des sections obliques à celles des sections 
normales est dû à Meusnîer ; en le joignant à celui d'Ëuler que 
nous avons cité, il en résulte que les courbures de toutes les 
lignes que l'on peut faire passer sur une même surface , et 

(*> Depuù la rédaction de ce Rapport , l'Auteur a fait voir que le rapprochement 
de ces deox sections n'était pas seulement d'un ordre immédiatement supérieur à 
celui des deux surfaces , mais immédiatement supérieur au double de cet ordre. 
(Voyez le iSuppléraent <ui second Mémoire, page aa6 et siÛTai^ss. ) 
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pftT jin xnâmepioiatj sont liées éntr'elkss, dednanifere que 
la plus grande et la plus petite étant connues en grandeur et 
en difection, toutes les autres s'ensuivent. 

Il nous Teste à parler de la partie de son travail à laquelle 
M* Dupin attache le [^us d'intéorèt^ et qu'il appelle la théorie 
des tangentes conjuguées. Pour concevoir ce qu'il . entend 
par cette dénomination^ supposons qu'une surface soit donnée 
et qu'on lui circonscrive une- sur&ce déreloppable qui la 
tou^n^ dans toute l'étendue d'une ligne courbe : la tangente 
à cette ligne, ea un point^onné, et l'arÂte de la surlace dé- 
veioppable qui passe par ce point sont ce que M. Dupin 
appelle cZeutv tangentes txtnjugitées. Relativement à chaque 
)K)int'doiiné sur la sur&cë, il existe évidemment une infinité 
de B}rstèmesde semblables tangentes; tous ces s jstémesjouissent 
de propriétés curieuses qui n'avaient point encore été remar- 
quées, et dont voici les principales. 

P. Deux tangentes conjuguées sont réciproques l'une de 
Tàulre, c'est-à-dire j que si Faréte d'une première surface 
^éveloppable est tangente à la ligne' de contact d'une seconde 
fiur&oe dé la même espèce, réciproqliemènt la tangente à 
Ja première Hgne de contact sera l'arête de la seconde surface. 

11°. On peut toujours tracer dans le"^ plan tangent, en 
un point donné; une section «onîqùé qui ait ce point pour 
centre, et dont le»ystêmef/de diamètres «dnjûgoés représente- 
ront en direction ions les sjstèmes de tangentes Conjuguées. 
■M. IMipinnojàime cette courbé, VinSca^îcei^tfx qu'en effet 
■fl prouve'qu'élle indiqué, par sa nature ,- le sens des dexjx cour- 
>bni^ pijtff^Kdes de la surikee, en chacun de ses pointsi ''^ 
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111°. I«8 deox axes de rindicâtrioe ou les tangentes ce^ja-f 
guéea rectangulairesj sont tanjgentes aux lignes de plus grande 
et de moindre courbure. 

; ÏV*. Four uninème pointd'uneaur&ce donnée, le rayon 
dé courbure de dhaque section normale est proportionnel au 
qttftirédu diamètire de l'indicatrice qui setmire dons le plao 
de cette section, d'(^ il suit que selon que l'indicatrice est 
une ellipse ou vne hyperbole, la. isoïiMne ow la difféwnc» 
des rayons :de courbure des sections qui répondent à deux 
tangentes eosijuguées, est ube ^itaniit^ constante égale à lA 
somme ou à la différence des deux rayons principaux. Lhia 
de ces deux rayons devient infîni^et la eourbure' disparaît 
dans UA â«D8> lorsque l'indicatrice $e change en une parabole^ 
ce qui arrive, par exem|^e^ en tous les points des surfaces 
développables. -, 

Dans le second et le troisième Mémoire, M. Dupin apr 
jdique ^analyse aux questions qu'il a traitées dans le premier ; 
et ,. paf «on moyen, il développe sou^ un nouveau jour 1^ 
démonstrations de plusieurs des propositipns précédentes. ^ 
forme l'équatitm de l'indicatrice pour un point quelconque 
d'une sur&ce donnée; quand cette courbe est upe ellipse^ 
les deux courbure^e.Iasur^ie au point que l'on considère, 
«o^t tournées dfœs le m^e sens ; elles aopt tournées en sei^ 
imposés ^ lorsque l'indicfdrice est une hyperbole^ et de cettp 
manière, Ijucamen des. diverses inflexions que la snr&çepeut 
éi«"ouver, par rappcH't au sens de ses courbures, se trouve 
xameaç à la discussion fort simple descourbes du second degré. 
Dwiy^cïude l'indicatrice hyperbolique, raligledeist^^nq^tpta» 
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iait Connaître le rapport des deux courbures principedeb. U 
est droit et l'indicatrice eH une hjperbok éqi^îlatère en ton« 
leà pointa de la surface dont Taire est un mmùnum entre des 
ltniitésdcmoée£i;car on sait que cette surface jouit de lapl'Q- 
■ priélé d'avoir j en chacun de ses points;, ses deux râyons' de 
irourbure principaux^ égaux et dirigés &y sens contraire». 
Oosaitausà que siune surface du 8c«x>nd degré peut étreen*- 
^ndrée par une Hgne droite, eSe est susceptible d'une seconde 
^nënuion semblable , et qu'il j a toujours detix géifi&ratrices 
^i se croisent en dmqne point. Or, M. Dupin prouve que 
ces 4leux droites soiit les a^mptotes de l'indicatrice; . d'irà 
Ufxnu^i qoésur un hyperbofeïde à- une nappe iet ^uri^ parée» 
boloïde hyperbolique, les directions ^ Jfi plus grantfejet de k 
moindre courbuçe en un point quelconque, partagent en 
deux parties égales l'angle des deux génératrices et son supplé- 
ment; car c'est en e£fet la propnété des axes de rhjperbole 
par rapport à ses asymptotes. 

La jdus grande partie du troisième Mémoire est employée 
à la détermination des points dans lesquels l'indicatrice estuQ 
cercle , et où par conséquent les courbures de toutes les 
secUons normales socnt égalés. Ces. points remarquables ont 
déjà été considérés par l'un de nous (M. Monge) qui les a 
nommés des ombilics. Relativement à un point de cette es- 
pèce, l'équation des lignes de courbure devient identique, et 
leur direction semble d'abord devoir être indéterminée : c'est 
ce qui arrive efiêctivement en certains points comme aux 
sommets des sur&ces de révolution. Mais M. Dupin fait voir 
qu'il y a d'autres ombilics par lesquels il ne passe qu'une ou 
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trois lignes de courbure^ dont lesdirections sont déterminées, 
et il donne la raison de cette espèce de paradoxe. 

Les recherches que nous venons d'exposer prouvent qu'an 
ûiilieu des travaux dont il a été chargé, M. Dupin n'a pas 
perdu de vue ks objets de ses premières études. Elles font 
désirer qu'un Ingénieur qui -réunit des connaissances si 
étendues en géométrie et en analyse, publie bientât TouTrage 
dans lequel il se propose de Tes appliqtier à des questions de 
pratique. €t rd'uiilité publique. Nous .pensons que ses tro» 
Mémoires sont très -dignes de l'approbation de la Oasse, 
et nops prôposo'ions de les i^rer dans le Mecueil des Savan$ 
jBtr<mgers^f « l'auteur ne les âràit dmtioéa lu>>mÔBie à uà 
«lUre usage.. ' . 

Signé, les commissaires 

. , . , Carnot, Monge , «t Poisson , rcq>porteur. 

La Classe approuve le rapport et en adopte les conclusions. 
a8 Décembre iSia. 

Certifié cûhforme à. l'original. 

£e secrétaù^ perpéiuel, 

D£I<AM9B£r. 
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DÉVELOPPEMENTS 
DE GÉOMÉTRIE. 



PREMIER MEMOIRE, 



GÉOMÉTRIE PURE. 

S r. 

CONSIDÉRATIONS PRÉLIMINAIRES. 



Si pour coimaître la nature des diverses sur&ces qu'il est possible Méùiait >dopi^ 

, . „ ... , diM ca Mémoire!. 

de coDceroiT dans le^ace^ on roulait examiner successivement 
et séparément chacune d'elles; à peine, après les plus longs travaux , 
une fiùble partie en aurait été parcourue , et il serait encore im- 
possible de se former une idée , même imparfaite , de leur ensemble, 
et des propriétés de l'étendue en général. Mais si , portant moins 
l'attention sur les individus , pour n'envisager que les ^milles , on 
s'occupe seulement des genres qu'elles composent, des caractères 
qbi les distinguent et des similitudes qui les unissent ; on n'aura 
plus à COTisidérer une infinité de formes di£fêrentes , de propriétot 
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4 DÉVTXOÏ>PEMENTS DE GÉOMÉTRIE. ' 

1" HÉHOIBE. particulières et isolées. Plus les propriétés deviennent générales, plu* 
elles soumettent de grandeurs à leurs lois ^ et plus aussi , dans- 
leur développement, elles se réduisent à un petit nombre de prin- 
cipes remarquables et fôciles à saisir. Ce sont autant de fils du vaste' 
réseau dont s'enveloppe pour nous la nature des choses , et qui 
nous la décèlent; son tissir devient d'autant plus sensible, que les 
£ls dont il se forme nous semblent moins multipliés, parce que 
chacun d'eux se {ffolonge pkis au l<Hn. Ainsi tel est l'avantage d&. 
cette manière d'envisager les surûices, qu'en même temps que les 
principes auxquels on s'élèvera s'a^ndiront , leur nombre dimi- 
nuera ; et leur ensemble deviendra dès-lors pFus susceptible d'être 
saisi par l'esprit , et retenu par la mémoire. Parmi toutes les divi- 
sions des formes de l'espace , nous devrons donc toujours préférer 
les plus générales. Par là nous donnerons à nos considérations et 
à nos résultats , le pTus d'étendue et de simplicité qu'ils puissent 
obtenir. Suivant, en effet , que les géomètres se sont plus ou moins 
rapprochés de ces principes, dffns la tnarcbe qu'ils ont suivie, leurs- 
méthodes ont été aussi plus ou moins avantageuses. 

Toutes les déterminations géométriques possibles se réduisent,- 
en dernière analyse , à des configurations de surËtces qui doivent 
remplir des conditions données , en employant pour cela certaines 
I^nes déjà connues ef déterminées. Aussi la génération des suriàces' 
est-elle une des branches de lâ science de Fétendue, dont on a le 
mieux senti l'importance , et dont on s'est le plus occupé. Pour 
mettre de l'ordre dans les recherches qu'on a- feites à ce sujet , 
et les faciliter par la méthode , on a réuni dans une seule et même 
Emilie , toutes les snrfeces qu'on est parvenu à soumettre au même^ 
mode de description. Ensuite on a cherché à développer les pro- 
priétés inhérentes à ce mode commun ; elles ont présenté le carac- 
tère du genre qu'on a fijrmé. C'est ainsi qu'ont été analysées*, 
<aa8séés et rendues plus utiles, touies les surfeces dont les formes» 
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sods Sont ofifertea par la nature dans ses phénomènes , on paivles i" mémoire:. 
sdences dans les combinaisons qui leur sont propres , ou par la 
société dam les usages de ses arts. Cependant, en suivant cette 
marche, chaque espèce ne comprend toujours qu'un nombre plus 
ou moins limité de sur&ces , et , moins leur nombre est limité , 
moins les déterminations qui leur sont communes embrassent 
d'éléments , moins elles présentent de résultats. 

Mais si considérant toutes les surfaces en général , on étudie la 
forme qu'elles affectent en chacun de leurs points, et que, parmi 
toutes les -formes possibles de l'étendue figurée, on choisisse lés 
plus élémentbiresj afin de les poser, pour ainsi dire, sur celles 
qu'on examine, et d'apprécier ensuite leur rapprochement pour 
l'augmenter de plus en plus ; on lira , si je puis parler ainsi , dans 
la forme générale et indéterminée des surfeces , tout ce qu'elle peut 
offrir de simple et de ÊicUe ; on la décomposera dans ses derniers 
éléments , et en les réunissant successivement , on s'élèvera cToSa 
jusqu'à la sur&ce même qu'on aura analysée. 

Ainsi, ensuperposant le plan aux surËtces , îlleur sera (angent, et 
il donnera la clef de toutes les propriétés des-lignes et des surËices 
tangentes à d'autres surfoces, des sur&ces enveloppées par simple 
' attouchement , etc. ; en un mot , la sur&ce du premier ordre fera 
' COTinaitre toutes les propriétés des contacts du premier ordre. 

On substituera ensuite la surface du second ordre à celle du 
premier, e'est-à-dire , au {rian,etpar son moyen, on connaitm 
tout ce qui peut être relatif aux contacts du second ordre ou à 
Foscolation des sur&ces et à leur courbure. 

On passerait de même aux contacts du troisième , du quatrième 
ordre , etc., en substituant aux surfaces comparatrices du premier 
pu du second ordre , celles du troisième , du quatrième , etc. 
■ De cette manière, on rapportera au plan toutes les sur^ces, dans 
la fonoe qu'elles affectent à partir de chacun de leurs points ; on 
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6 DÉVELOPPEMENTS DE GÉOMÈTRE. 

. I»' MÉMOifiE. les rapportera pareilleinent aux surfeces du second ordre, du tr<»- 
sième , etc. A mesure que le degré de la surface comparatrice ô'éle- 
rera , le rapprochement dont elle est susceptible s'accroîtra , et 
après avoir tiré de la primitive, au moyen des premiers rappro- 
chements i tout ce qu'elle tient dans sa forme des plus simples 
surfaces , on finira comme nous l'avoua déjà avancé , par s'élever 
jusqu'à elle, et déterminer entièrement sa figure eu chacun de 
ses points. • 

On s'apercevra làcilement , pv ce que nou> avons dit plus haut, 
combien cette mélliode , comme la division qui en résulte, l'em- 
porte sur la précédente dont elle &it même , à propfbment parler, 
la base; combien elle doit répandre d'intérêt et de clarté sur la 
science de l'étendue. Elle a été pour l'analyse des lignes courbes , 
celle de Descartes , de Newton , de Leïbnitz et de plusieurs autres 
hommes illustres. On Ta étendue aux sur&ces pour beaucoup de 
cas ; on a'a presque rien laissé à dire sur les considérations rela- 
tives aux contacts du jAan et des sur&ces j on a effleuré les C0I^■ 
tacts du second ordre ; on n'a pas pensé aux ordres supérieurs. 

Nous avons cherché, dans ce Mémoire, à développer pour les 
contacts du second ordre, la méthode dont on vient de Ëdre 
connaître l'esprit. Nous nous sommes par eonséquest, pour cela , 
constamnoent servi des surfaces du second ordre. Nous avons 
recherché ceUes de leurs[ propriétés qui appartiennent également 
à toutes les sur&ces des autres genres , et nous avons principa- 
lement eu pour but de donner le plus grand degré pos»ble de 
généralité , aux diâerents résultats que ces rapprochemeats nous ont 
feit découvrir. 

Noimni nu hê «m- Nous allons d'abord prouver que toute surfece (S) est suscep- 
w« **" ^'*'°^ tible d'avoir en chacun tfe ses points [quine sont pas singuliers ï*'], 

C*) Voysz la note première , à k En du Mémoire. 
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ufi plan tel<gue, à partir du point d'^^Ucalion « tout autre Ue 1 
puisse passer entre le premier et La sur&ce ; et par conaéquent y 
que toute sorËtce est susceptible d'aToir un plan tangent en chacun 
de ses points : nous passeroos ensuite aux tangences dii second 
or^e , on aus oaculatioas. 

- CoDcevons que par le point P de k surface (3) , fig. 1 , on mène 
une droite quelconque , et un plan qui passant toujours par cette 
droite, prenne successtrenient toutes les positions dont il est 
susceptible arec cette condition. Dans chaque position , il coup^^ 
la snrfece suivant une courbe qui aura pour tangente en P une 
certaine droite ou PT , ou P©, ou. . . . Nous supposerons que les 
direrses sections planes de la sur&ce , ne puissent chacime avoir 
en P qu'une seule tangente, c'est-à-dire, en d'autres termes, 
qu'aucune des sections planes de la surfkce , n'ait en P de point 
multiple. 

Cela posé , Tensemble des tangentes aux diverse» sections que 
nous avons considérées, formera une surfoce évidemment tan- 
gente à la eur&ce primitive. Examinons ce que peut être cette 
nouvelle snriace. Si par deux des tangentes FT, P@ dont elle se 
compose , nous menouB un plan (H) ; ou toutes les autres taogentes 
en P seront dans ce plan (n) , ou «etriement un nombre déterminé 
PT, P0, PÔ , eto. Mais ù ce dernier cas pouvaitavoir lieu, le ^an (n) 
couperait évideHuuent la sur&ce suivant une courbe qui , ayant 
fin P plusiwrj tangentes PT , P© , PS , . . . . , aurait en P un point 
multi^e (hypothèse que nous avons exclue) : donc le plan (II) 
que Ton considère^ étant supposé passer par les deux tangentes 
PT, P0, ce qui est évidemment tou}ours possible, il passe à la 
fois par toutes ke aulnes tangentes. On doit voir maintenant , et 
sans qu'U smt nécessaire de le démontrer plus amplement, que 
le plan (n), lieudes tangentes, iouit des deux propriétés qui carac- 
térisent la tangence : de passer par un point de la sur&ce , et d'étrs 
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8 DÉVELOtPEMEiNTS DE GÉOMÉTRIE. 

loMÉMOUtE. tel, que tout autre plan ne pourrait, à partir de ce point, aroif 
aucuue de ses parties entr'clle et lui 

IJûiiijaeiainsppu- Si l'oD cousidère sur une sur&ce quelconque et autour d'un dd 
'*"'*'■ ses points P, un espace fort petit , ou un espace plus étendu anr- 
une surface dont la courbure stnt très-peu considérable , cette 
portion de la surface différera extrêmement peu. du plan qiù la 
loucherait en P : ce sera de tous les plans possibles celui qui se 
rapprochera le plus dç la surËtce , dans la partie que l'on considère ; 
çt <jui, par conséquent sera Ip plus propre à la représenter. Si 
donc une exactitude non pas absolue, mais assez grande, est suffi- 
sante, au heu de considérer la surÊtce ellerméme, d'avoir égard à 
sa courbure , de tenir compte de la complication de tons ses élé- 
ments , on }a supposera plane , et l'erreur dans laquelle cette 
hypothèse entraînera , sera d'autant moins considérable qu'on aura 
moins à is'étendre sur la sui^ce, autopr du point P où elle est 
touchée par le plan tangent (n) qu'on lui substitue, 

fx-mjh oWat par La surËice de la terre , dont la courbure est assez peu sensible 
pour que , pendant long-temps , les peuples à qui l'habitude d'obser- 
ver n'avait pas encore appris à se dé6er des premières illusions 
des sens, la jugeassent un vaste plateau , et dont la forme ensuite 
a successivement été crue sphérique, ellipsoïde et plus compli- 
quée même , à mesure que nos connaissances se sont rectifiées ; 
la terre, dis-je» nous fournit dans la description de ses diverses 
contrées , un exemple sensible de l'utiUté dont peut être la substi- 
tution des plans tangents aux surËices courbes. 

La forme attribuée aux méridiens et aux parallèles de la terre , 
a dà varier avec la forme même du globe , dans nos diverses hypo- 
thèses ; et Doaintenant ils ne sont plus pour nous ni des droites, 
ni des cercles , ni des ellipses , mais des courbes plus compliquées 
dont La oature ne nous est pas parlâitemept connue, Les lignes les 
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^lùs courtes, siuTant lesquelles nous mesurons nos distances sur i» méuoihs. 
le globe , sont à double courbure et certainement transcendantes. 
Si donc on voulait endïrasser à la fois tant d'éléments dans une 
description exacte , les déterminations que nous jugeons devoir être 
kâ plus simples , seraient en effet les plus compliquées. 

Au lieu de chercher à décrire la foule de courbes, de projections qui 
seraient alors nécessaires , parmi tous les horizons sensibles, c'est-à- 
dire , les plans tangents de la terre, menés à partir du point où est le 
spectateur, on choisira l'un de ceux qui s'écartent le moins de la 
portion du globe qu'on veut décrire ; c'est sur lui qu'on représen-r 
tera la sur&ce de la terre dans cette' partie , qu'on supposera par' 
conséquent plane ( ainsi que le disaient , mais sans croire se tromper, 
les premiers observateurs ). On rapportera sur ce plan tous les 
poims , toutes les courbes , toutes les distances. Les lignes à doubla 
couii>ure s'aplaniront , toutes les courbes viendront se confondra 
avec leurs tangentes j et les opérations de la géométrie descriptive 
la plus délicate , seront ainsi ranjenées aux déternunations ies plus 
simples d'intersections de plans et de lignes droites. 

Lorsqu'on doit représenter une portion du globe trop grande 
pour être confondue, sans erreur sensible, avec im de ses plans 
tangents ; les rapprochements du premier ordre ne sui^sant plus , 
. <»n passe à ceux du second. On choisit une sur&ce simple et 
qui diffère peu de la sur&ce de la terre ; on restitue ainsi à toutes 
les lignes qu'on coDudère, leur vraie courbure, ou du moins 
une courbure qui en dillfêre très-peu. On prend cette nouvelle 
sur&ce pour celle de la terre ^ et par cette seconde hypothèse, 
on porte dans les opérations de la géographie et des sciences 
d'observation, une précision infiniment plus grande que celle 
obtenue par la préfère. Elle a suffi jusqu'ici à tous les besoins 
des arts et des connaissances féeriques, même dans l'état d? 
I^rédsion où nous les avons portés. Si par la duite , des cft- 
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10 DÉVELOPPEMENTS DE GiOMÉTRIE. 

1" MÉMOIRE, cherches d'une exactitude plus sévère eDcore , reodaient ïnsuffi-^ 
sants ces rapprochements, il Ëtudrait employer des surfaces ri- 
goureusement osculatrices de la teiré, c'est-à-dire, qui eussent 
avec elle , dans la partie que l'on considère, un contact du second 
ordre ; et si pourtant cela n'était pas sutïlsant , il serait nécessaire 
de passer aux rapprochements du troiei^iK ordre ; alors il fau- 
drait prolonger encore une des branche» de nos coimaissancea 
géométriques. 

Nous allons mainteziant revenir à U théorie même des contacts, 
que nous avions un moment abandonnée pour eu faire sentir 
Tutilité par un exemple remarquable. 

' Dans la méthode géométrique que nous suivrons ici, non» 
emploierons souvent des considérations infinitésimeles , parce 
qu'elles rendent plus fecîles et plus courtes des recherches assez 
compliquéeB par elles-mêmes , et qu'on rejH'odie particutiérement 
à la géométrie pure l'étendue des développements qu'elle exige 
dès qu'on veut s'élever par elle à des questions d'un xiert/ùa ordre. 

S II. 

De Voscuîalion des surfaces. 

Soient tracées arbitrairement an- une surfecegénOTale (S), fig. a, 
ConiMuda Mcond deux courbes P^fC, P^c, et deux autres couiites ^jjC'f^pc', immé- 
diatement coroécutiTes à ceHes-là ; si une seconde snr&ce (I) pas^ 
sant par le point P est telle que les quatre conriies P#r, P^>; 
fjjr', ^py' soient respectivement osculattices en P, ^ f , * aux 
quatre courbes précédentes ; je dis que les deux surfaces seront 
osculatrices au point P , c'est-à-dire, seront telles que tout plan 
passant par F coupera les deux sur&cés suivant deux courbes 
ïi'4D , P*^'^ ) réciproquement osculatrices en ce point 
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THÉORIE. SECTION I. ii 

En ^t y ce plan coupant rencontrera à la foia en 'ï et 4 1^^ i*' HÉHQi&e. 
courbes respectivement- osculatrices */)c', ^py'; et (ppC', ^pV ; 
{HÙsque les courbes osculatrices sont celles cpù ont de commun 
1r<H3 pointa consécutif , lesquels sont ici : 

♦, ^', p pour ^ft^c* et *Jy>'> 

f>Pt;^ pour tpp'^ et 9p;^'i 
et enfiu, 

P , *, 4 pour P*4P et P*4A. 

U est évident que les deux surfaces (S) et (Z) étant identiques 
dajDS rélémeot P^p^ , auront en P , 4 , j? , f mêmes plans tangents , 
et par conséquent mêmes normales. Mais, comme la courbure 
d'un élétuent de ligne courbe est déterminée par deux nwmales 
consécutives, l'élément P^ppseraL complettement déterminé par les 
quatre normales à (S) et (S) en F, ï, j7, 9; ainsi dans tous les 
cas, U suffit à deux surËices quelcoQques (S) et (£) d'avoir en 
conunuu quatre normales consécutives arbitraires , autour d'un 
même point F, pour être mutaellement osculatrices dans tout 
l'élément compris sur elles entre ces quatre normales. 

Mais si les normales aux deux surfeces en P , <^jp,<p sont com- 
munes, les courbe» 



F*C 


PfC 


fpd 


et 


et 


et 


p«r 


?«■ 


fpj- 



seront osculatrices, et réciproquement : donc, (cdés que deux siu-- 
faces sont osculatrices en un même point F , dans trois de leurs 
sections différentes, mais arbitraires, elles le sont encore dans 
toutes les autres sectioos possibles P^D, F^A feites à partir du 
point F de contact, par une surface coupante quelconque. » 
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13 DÉVELOPPEMENTS DE GÉOMÉTRIE. 

I" MÉMOIRE. La courbure des surËices en chacun de leurs points , n'est pas 
Ce OM c'ett que u ui^iquc commc cclle des lignes courbes. Suivant qu'à partir d'un 

Miirfmted'niie.nr.pQijjt p (j'yne flUTÊice , OD marche sur elle sous xles directions 
diSërentes , la courbure de la ligne qu'on parcourt varie, et c'esl 
le système de toutes ces courbures mesurées sur la sur&ce , qui 
constitue la courbure même de cette sur&ce au point P que l'on 
considère. Suivant donc que ces courbures seront plus grandes 
ou plus petites , on dira aussi que la courbure même de la sur&ce 
est phis ou moins grande : enfin , on mesurera la courbure des 
euTËtces par celle des courbes tracées sur elles. 

Éitmcoii <aittMùm Noua venotts de voir quMl suffit que trois couifces tracée» 
■wuioD. ^^^ ^^^ aurfece (S), à partir d'un point P, soient osculées en 
ce point par trois autres courbes tracées sur une seconde sur- 
fece (2) , pour que toutes les sections possibles feites en P par un 
même plan sur ces deux surfôces , soient pareillemeut osculatrices 
entr'elles , c'est-à-dire, aient la même courbnre.Ainsi, «la courbure 
et la position de trois lignes menées arbitrairement sur une sur- 
face par un de ses points , suffit pour déterminer entièrement air 
même point la courbure de la surfece qui les contient, n 

Vneinrfic^eqaeinnf Sï donc par la normale Pr de (S), fig. 5, on Eût sur cette 
Krm°'X»^^dê surfece trois sections planes P/n, Pm', Pm"; qu'on prenne arbr- 
«rf^"du'!^^ trairement sur cette normale un point C regardé comme centre 
^'B«- de trois courbes P/iE, P/*'E, P/«"E du second degré, respective- 

ment osculatrices des primitives Vm , Pm', Pm". Ces trois courbes 
seront susceptibles d'appartenir à une même surface du second 
degré (^^ , et cette sur&ce sera osculatnce en P à la primitive, 
( Voyez la note IL ) 

De là résulte ce théorème remarquable : «Quelle que soit la forme 
d'une sur&ce ^ cette forme peut toujours , à partir de chacun de. 
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THÉORIE. SECTION I. i5 

aes points non sioguliers , êtte représentée par celle d'une surface i" mémoire. 
du second degré , de manière que pour chaque ligne tracée sur La 
suriàce générale , à partir du point que l'on considère , il correspon- 
dra sur la sur&ce du second degré, une courbe qui osculera cette 
ligue au même point. •» 

Par le moyen de cette surfece osculatrice du second degré , D'oh u théorie m 

, , I 1 ' - 1 '■*" ^' '■ """tare 

nous pouvons des a présent ramener toute la theone des contacta «i àc i'<Mcui>tioB 

du second ordre, et celle de la courbure des surfaces quelconques , coa^a^t^m^ 

à l'analjse des surfeces du second degré j et comme celles-ci ^'^^^'^^ 

sont extrêmement simples , très - iàcîles à discuter , nous aurons <"«> ^'*' 
éludé par là toutes les difficultés que la question générale eût pu 



dm larfacei gni^ 



On sait que par chaque axe PCE, fie. 4 , d^une sur&ce du second TranJaiion a» *- 
degré , passent deux sections principales FAE, PB£ qui se coupent uconrbareduiur- 
à angle droit aux deus Sommets P , E. Ces sections sont entié- ^^ "^Lma^ 
rement déterminées par la grandeur de leur courbure en P, et 
la position de leurs sommets P, E. Elles-mêmes ensuite déter- 
minent la sur&ce (^J qui leur appartient. Donc « il suffit à la 
détermination et à la mesure de la courbure en P d'une sur&ce 
quelconque (S) , de connaître la courbure des deux sections prin- 
dpales PÂ£ , PBE de l'osculatrice du second degré (^Y c'est-à- 
dire , la grandeur des deux rayons de courbure qui en F appaT' 
tiennent à ces sections. » 

L'une des sections principales PAE est la plus grande, l'autre 
PBE la plus petite de toutes lessections qui ont l'axe PE pour 
diamètre. Par conséquent, en les supposant toutes rabattues sur uil. 
même plan , autour de l'axe commun PE , la courbe extérieure PAË 
.sera la plus grande section principale, et la courbe intérieure PBE 
la plus petite. Il suit de là qu'aucune courbe PSË donnée par les 
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i4 DÉVELOPPEMENTS DE GÉOMÉTRIE. 

ifr MÉMOIRE. scctioDS normales en P , ne peut avoir en ce point une conrbure 
moindre que celle de la grande section principale , ni plus forte' 
que celle de la petite **>. Ces deux Mctions sont doDC les limite» 
de la courbure de la surface , estimée ^T«it les sections 
normales. 

Ainsi, la plus courbée, et la moins courbée des sections normales 
d'une surface (S) , en un de ses points P, sont nécessairement dans 
des plans qui se coupent à angle droit j et pour que la courbure 
en P de la surfece (S), soit entièrement déterminée ^ il suffit que' 
cette plus courbée et cette moins courbée des sections normales' 
en P le soient toutes deux. 

iKjron» d« conrhnre Les Tajous dc courbuTc dc CCS scctions limites, 'c'est-à-dire , 
par conséquent, le plus petit et le plus grand rayon de courbure 
des sections normales en P , ont été nommés rayons de courbure 
de la surËtce : on voit donc que la courbure d'une sur&ce ea 
chacun de ses points , est déterminée par la seule coimaiss^ce 
• de ses d^ux rayons de courbure. 

Nous ferons voir , par la suite , d'autres conditions égale- 
ment simples , et, comme celle-ci, suffisantes pour la déCermîna- 
tioo de la courbufe des sur&ces, lorsque oous nous occuperoOS, 
de sa mesure absolue. Nous allons actuellement dif« un mot dea, 



t« QBs»it,lg. 5. V.qn'nnesnite d« ceurbes PAE, PDE,PBEay«it l'axe PE 
commun, oQt pour la même abscisse Ce, leurs oidonaéea ea,cd, ci proportioniieUea 
auxdemi-ajtdaCA, CD, CB:dcMic, obacnne de oea conibes embiuasera toutos celles 
qui aurOBt ce second axe plus petit que le sien i mai« à partir d'uu même poiat P, 
la courbe embrassée est plus courbée que celle qui l'embrasse ; par conséquent, 
la cpuibure des lignes PA , PD, PB sera toujours plus grande en P , à mesure que le 
tecoaà axe décroîtra : donc , en£n, les deux courbes extrêmes PA£ , PBE, 
p'est-4-dire , les deux sections principales , sont celles de moindre et de plus graud^ 
pourbure en pe point P, 
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THÉORIE. SECTION I. i5 

i^eràes grundeurs gmphiques ^ * ' que la consiâératton des i« hémoibs. 
Aor&ccs -àeeas, leur courbure , a fin-cé d'enyisager : pour le moment*, * 
nous préseflterons seulement celles de leurs propriétés qui pour- 
raient jeter qnelqufi jour sur la détermination de la courbure des 
anrfeces en chacun de leurs points j nous réservant , dans la seconde 
Section de' ces Recherches théoriques, de considérer la courbure 
des sur&ces sur toute l'étendue de leurs nappes; et de chercher, 
si nous pouvons parler ainsi , l'influence de la courbiure en chaque 
point d'une surÊice, sur les points suivants. 

Toutes les normales à la sur&ce du second degré \Y)i %• ^t OnhoewuiiiifdaKe- 
sairant les sections principales PAE, ME, passent, comme (m i«nr«>™poiidaii. 
eait, par Taxe FCE, c'est-à-^e , par la normale P£, et elles sont 
les seules normales de la surface qui puissent couper cet axe ^**\ 



( * ) Souvent , duu la géométrie transoendante , où l'oo considÈre l'étendue dana 
tons les dEgréa âe génà-alité , oa doit parler à la îow de points , de lignes , de 
«nr&cei , de volumes. C'est pour éviter cette langue énomératioii , que bous avong 
cm devoir désigner toutes ces grandeurs par Vexpreaaion générale de grandeurs 
graphiques, c'est-à-Jire , susceptibles d'être figurées. Le perfectionnement du lan- 
gage de la science , est peut-être moins étranger qu'on ne le croit communément , 
au perfectionnement de la science elle-même. 

l**) Soit en effet le point P ( Eg. 5 , H ) la projection horizontale du sommet 
de la surface du second degré ( )>%t voyons si du point M quelconque de 
( J, peut partir la normale MP qui vienne couper l'axe vertical projeté par le 
point P. 

Pour cela , faisons par M la section horizontale oMi dans (^ J , la projection de 
la normale en H à ( j sevft la n<»mlle même de cette courbe , pour le point M> 
Mais cette couibe est du second degré et »oa centre est en P , projection de l'axt 
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i6 DÉVELOPPEMENTS DE GÉOMÉTRIE. 

IfrHiÉMOilu:. Mais les deux normales immédiatement consécutires de chaque 
section en P, sont communes à la primitire (S) et à son oscula* 
frice r^) : donc on peut, de chaque normale Pr d'mie sùrËtce 
quelconque (S), fig. 5, passer dans deu3^ directions difierentes 
seulement PP', PP^, à une autre normale PT' ou P,r,, immédia- 
tement consécutive à Pr, et qui la rencontre. Ces deux direc- 
tions sont constamment orthogonales : elles sont au point primitif 
P celles des sections normales dont la cQurbure est un maximurn 
ou un minimum. 

Si du point P on passe en P' sur là direction de plus grando 
courbure , la normale P'r' ira reocontrer celle PT en r', centre 
de la courbure de Tare PP', estimée suivant la sur&ce ; de même 
P'r' sera coupée par une autre normale f'T" qu'on obtiendra 
en suivant encore , à partir de F', la direction de plus grande 
courbure. En continuant ainsi, on obtiendra sur la surface une 
suite de points P, P', P", P"'. ..., tels qu'en chacun d'eux, la 
direction de la ligne qu'ils forment stât celle de la plus grande 
courbure des sections nornllles de la surÊkce. On a nommé cette 
Hsq^cit plu, grande ligne, ligTie de plus grande courbure de la surface. D'après les 
'"" détails dans lesquels nous venons d'entrer , la raison de cette dér 

nomination est évidente. 

Si du point P, au contraire, au lieu de suivre la direction des 
plus grandes courbures , on avait constamment suivi l'autre direc- 
tion P, P, , P,,, P,^,...., dans laquelle se reocontrent consécuti- 
vement les normales PI, P,r„ P,,r„,...,, on aurait formé uqo 



y«rtioa1. Donc , pour qne MP pût être normale en M à la courbe AMB , il &udrait 
que ce point f&t un sommet de la courbe , ou qne la courbe f(ït un cercle. Dans 
ce dernier cas , toutes les normales aboutiraSent an centre. Nous parlerons plus t^ 
^ oe pas partiçu^er. 
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THÉORIE. SECTION ï. ' 17 

BouTdie codrbe petp^idictdairê eo;? à iaprwnière, etqnl/dads wstMcme.' 
chacun, de aés points , aurait eu pour direction celle de b section' 
nonnale de moindre courbure. On a nommé cette courbe , ligne Lîgnn 
(/e moindre courbure , et l'on, ,a d^^ d'un flon^ commun les 
lignes de .plus grande' et ^e moindre cQ,urbu^^^,',.9n lea.app^lanit^ 
f une et Tautre iigrtes de courbuns_ de la sur/ace. , . . ^ 

' Ainsi, par la dcâiiitipa même des' lignes de courbure des'sur- OrdiogontiiUck 
fiicés, notis TOjoas'qûc toutes les lignés d'ujie même 'courbure 
tant. coupées à an^B droit par ékàiûnè €le»^6ign$f de Ptaeére 
courbure. -■--" ^■■■'- • '- ' ■:'.'■'■■ 

De plus, .deux normales consécutÎTCS, de la sur^çe, et, qui 
appartiennent à la même ligne de courbure, se rencootrant nér, 
cessairemept ^ toutes les normales de la ^ur&ce, parties d'une' 
même ligue de courbure, forment xxa^ surfacç,4éveloppable. Donc SnrfKM d^rdon»- 



toutes les surfaces déyeloppables appartepan^ ai;iï lignes d'une de^ Ortbogondiu 

courbures , çont coupées à angle droit par chacune des sur&ces 

développables appartenant à, l'autre courbure , et cela suivant toute 

l'étendqe des normales de la. primitiy^^ ce qui d'ailleurs est évi-, 

dent, puisquç ces surËices. dérelc^paUles ont' pour plans tangents. 

en chacun, de leurs points P, sur la primitiye ;[S), les, plans^ ^.^ .^ _ ., 

principaux de la surface du second degré /^) os<}ttlatricô..d«.(3')^ 'iu':! . ' i 
en ce point. -ii 

' Les iiltersebtàaiB fluoeesMVeii^ T, V,\I"^ t ... dési (normales ide- la ' 
surface primitive ( S ) , suivant une! dcel^nes. de pUa granâd.fmo'vi 
bore; c'ëst-à-^re ,-per conséquest, les divers (laiBts de l^ai^edo' 
rebrousMment deJa sur&çe dévekçpable que fonïKGCIcee noi^t 
maies, -sont les centre^ de pbis graûde. courbure, de \& surËtce,. 
suivant toute oeUe. ligbe 44 c<Hirbùre ^ k ^te de ^s^ac^teft de- 
rebreuseement dooaéfs pa^ioutee les ligsèa^e pliip ^^nmier cour- 
bure , forme une oertiiine sur faoe H^ de 4g>as lee: odatr^ -. des sorf.» .k* <«». 

K dMdtazconcbaiMi 
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le DÉVELOPPEMENTS J)E GÉOMÉTfllE. 

piui grwides coufbures èe la prim^re (8) , et dont le caractère 

est d'avoù: poor tangeates chacune des normales de. la snrfitce 

primitiye. 

De même, le sysWrae dea ai^tés de i-eWdussement des sur&ces 
développablea dès' normales, pour les lignes dé moindre courbure , 
forme une surÊice lîëu âe tous les centres des moindres cour- 
bures de la primitive (^S),^t dont le caractère est aussi d'avoir 
pour tangentes chacune des normales de la sur&ce primitive. 

• Doo^, «haque fionoale PT . de la ^urfiieè {simitite est , à la &ja 
tangente aux deux smiàces des centres de courbure. 

Si rdn considère le centre V d'une des courbures de la primitire 
pour le point P , les deux normales consécutives PT', PT' dont il 
est riptersectibn étant tangentes à la surËtce des centres de Tautre 
\i - . :, ; cdurbuiXj^e plan Pï*î" de ces deux rayons de la première cour- 
' , ' j * burè sera' tangent & la surface des centres de secondé courbure; 
par la même raison, le plan PP^r, de deux rayons consécutifs de 
seconde courbure , sera tangent à la sur^ce des centres de la pre- 
mière courbure j or, ces deux plans se coupent constamment à 
angle ^oi't':'d(inc, la loi c|ui lièFune à l'autre les deux surfaces de» 
OrthosMwiitidtiean centres', ésf « tfué si par ime norinalê quelconque Pr de lâ primitive 

pion» tragenti od 

de Uan conuan ($)> oanêneà chacuue d'el)esun'{Aatn tangeat,PP'r',PP,r,ces dcox 
plans se couperont constamment à angle droit : d'où il résulte que 
l'nh serai nonnalàla .sur&de^ès centres on prant on l'autre pbtn 
latoHcbcra v. Mais deox ii6nnalee cftosécntlveis PFT , F'F'T' souk 
taùge&tBS à'ia Cdor^e des centres TT'V apportenanit à la ligne àv 
c0uii>ure 'PP'P" .... Donc lé phm PPT' qui le» oontîerït t«utes deux , 
est oscttlaCeurde cette cour^ des centres ; ^onc, tous les pians 
oacuMt»w^ de chaque ligne des centres d'une mênie cmrhuré , 
sont^ nantuOi^: à Az surface des eenti^^s 4fi ^^ courbure. Telle< 
est'la cotidition- nécessaire pour qu'itt sy^o^atA' de lignes traoéei[ 
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THÉORIE. SECTIOW I. %^ 

wr une s&r&ux quelconque , puisse être regardé conme le sys- '" ï^ottK. 
téme des fignes lieux des oeutres de courbure d'une surface. 

Cette propriété est trèa^importante par dle-m^e, et nous en 
ferons par la suite on grand çsage, en a^j^iquant les considéràtiOBS 
de la courbure des surËices, à la théorie des déblais et des remUais< 
Mais alors nous loi donnerons plus de déreloppement encore, en 
y ajoutant plusieurs propriétés générales qui en dépendent. 

Nous allons maintenant revenir à l'examen de la iônne des 
surfeces en leurs divers points , et cbercher à déterminer la cour- 
bure des diOerentes sections qu'il est possible de Ëtire par chacun 
d'eux sur la sur&ce. Mais nous avons besoin pour cela d'exposer 
^eJques généralités prélinûnaires. 

S m. 

De la courbure des surface» et de celle de leurs sections. 

Si } fig. 7 , par des ordonnées pm, fW,..., {laraUèles à «n^^pri** gAifafc. 
plan quelconque , tous les points d'nne aur&iCO ( S ) .sopt rapporté» f^Td^iu t^ 
au plan (tl) qui la touche en P; «t si nous supp<^a8 que oeq ^^Z 
(urdonnées , ayant sur le plan (n) leur origine f,f\.:. inrariable , 
on les incline toutes semblaUement, afin qu'elles ro/itent part^léleft 
entr'elles; ,op formera de la sorte un nouveau système d'ordou-- 

nées 9j», ^'fi'y , dont les points d'appUcatioa formeront une 

surfoce (X). Or^siJespoiBts^orresponÀnsmeC ^, m' et/4',.. r 
«ont respectivieinent à ja même distance du plan (II) j )e dis qm 
la cDariMu-e de ta sur&ce en F n'aura pas changé, c*estr^-dire, 
que la nouvelle surfitce (S) sera osculatrice en P À la primi- 
tive (S). 

Pour démontrer cette proposition , soit mené le plan coupant («*), 
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ao DÉrELOPMMENTS DE GÉOSfÉTRIB. 

I" MÉMO»t: parallêleineot au plan (n), çt à tme distaooe infiniment p)S|tite âa 
second ordre, la section mdm'd' feke par le plan (it) sur la sur- 
Ëiçe. (S) , sera upe pouiite du seiçpQd deg^-é dont h^ dia^otiètres auront 
une ^longueur, ii^ziiment petite, du pifemier ordre ^ puiMpie .cette 
QQurbe <est' toute Ëi^àèreisor chacune, des.isnt&cesjdu. deuxième 
degré Ç^\ osculatrices en P à la primitiVe (S). Soit fxi'pt'S^' la 
nouvelle position de cette courbe , après rioclinaison générale des 
ordonnées de la.fiurtàce (S). 

Si on mène une sécante quelconque KK', dans le plan (w) de ces 
courbes, les parties AT et d!'^' seront infiniment petites par rapport 
a ad' et //' ( tout 'que cette droite ne sera pas tangente à L'une 
des deux courbes). Bonc le'cercle osculateur de la primitive (S) 
passant par rf , F , cf , et le cercle osculateur de la dérivée (2) 
passant par J'^ P, /', difTérerôiit 'infiniment peu l'un de Tautre : 
donc les deux sections faites sur (S) et (2) par le plan quelconque 
PKK', seront osculatrices enP; donc enfin, (S) et (2) elles-mêmes 
âont osculatrices, et la surfôce (^, dans la de'fi>rmation qu'elle a 
subie, n'a pas changé de courbure au point P. 

Si aa lïeu dé rappottef sur le plan (fl) les divers points de la 
sur&CÊ. ( S ) , par des ordoilnées rectilignes et parallèles , on le^ 
rapportait sur ce plan {iar ^s lignes courbes absolurtem arbi-^ 
tf aires et indépendantes , assujéties seulement à couper le plan (17) 
parallèlemeilt à-ûne droite quelcoiique; en fidsant varier ensuite 
à volonté et la foniié et'là position de'ces ordonnées curvilignes 
[pefurvii que léut orîgirie.tpv <!>'■;.. sur le plan (n-)n'idt pas changéV 
que leurs tangentes en ce poiiit 'kiient toutes parallèles ^*^ à une 
âiïtre droite' shissi quëlconîqae, et qu'enfin leur point d'application 
sur (S) reste toujout's à lài même distance de (n)] , te courbure de 

■ jr"-, r i: 'I 1-) '■! . :.. - ■ - I .""0 ■. ' - ■'' '■ ■ ■ 

,t*3 Cette seconde «ondition ft'e»ti|a3 jnême néces^wirt. ,^_ . , . . 
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THÉORIE. SECTION I. ,i 

Ift ^ir^ce (S^ au point P de son contact avec le plan (fî) n'aura pas ï« KÉMoiaa 
<^angé , c'est-à-dire y que la suriace dériTée sera encore oscula- 
trice de la primitiTe en P. 

. Si daps ta variation générale de ces ordonnées curril^es , non- 
seulement les ordonnées de la première sur&ce entc'eUes et celle* 
de la seconde pareillement entr'elles « coupaient le plan (II) sous 
un même angle , mais que oet angle fût identique dons les deux 
systèmes , alors les deux surfaces ne seraient pas simplement 
osçulatricra , elles auraient un contact du troisième.ordre; et en 
supposj^t .successivement que les ordonnées dérivées, au lieu 
]â*avoir sur le pUm (n) une simple int^section avec. leurs :primi- 
tivfis, ou seulement un rapprochement du premier ordre, aient 
entr'elles un contact du second, ou du troisième, ou du qua- 
trième, .efc* prdre , lasui^e, dérivée aui^ .successivement' au 
p(4nt P , avec fâ primitive , un contact du quatrième > du cinquième, 
du sixième, çtc... ordre; en un mot, le degré du contact des 
surfaces au point P, sera toujours de deux unités supérieur à 
celui du rapprochement des ordonnées, à partir du plan (n) 
leur origine commune. 

. £n concevant encore , en efifet , un plan coupant (t) parallèle au , 
plan tangent (n), et supposant toujours leur distance infiniment petite 
du second ordre , on verra que dans le cas où l'angle des nouvelles . 
ordonnées sur ( n ) di£fêre de celui des anciennes , les sections 
&iteapar le plan (ir) sur les surËices primitive et dérivée, dif- 
fèrent seulement de quantités du second ordre : ainsi que nous 
l'avons ; démontré, en supposait les ordounfçs rectiligues et pa- 
rallèles. 

On verra qu'en siçposant de plus que les ordonnées partent du 
plan (n) sans changer la direction suivant laquelle elles se coupent, 
p'e8l-4i-<Jire, qu'àjeur origine, sur le plan (n) , les nouvelles ordon- 
nées conservent avec les anciennes , un contact du premier ordre. 
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»s DÉVELOPPEMENTS DE GÉOMÉTRIE, 

r HéHOiRE. la sarËtce dérivée $*approchera infiDÎnaent plus encore de k pii- 
mitive , et les sections de ces surfaces par le plan (v) ne différe- 
ront plus entr'elles que de quantités du troisième ordre, 

<fe verra , toi^ours en aaivant la même marche, et en suppo- 
sant que les nouvelles ordonnées parteat du plan (n), en «onser- 
Tant un contact du second ordre avec les anciennes ; on verra , 
dis-je , que les sections du plan (-ir) sur les deux sur&ces , ne cU^ 
reront plus entr'elles que de quantités du quatrième ordre ; et 
ain» de suite. 

Enfin, on prouvera avec une égale focilité que les ordcmnée* 
«econdaîres conservant sur le plan (n) avecleurs priimtives, un 
ccmtact d*un ordre quelconque , les sections Eûtes par le plan (w) 
«urles deux sur&ces,ne difigrent «olT^eles que de quantités d'un 
ordre supérieur de deux unités à celtu-là ; et on en oondora 
généralemeot que les surfaces mêmes , primitive et déiivée , ont 
en P un attouchement d'un ordre supérieur de deux unités à celid 
de leurs ordonnées respectives. Ce principe renferme tous les 
théorêmee parttctdiers que nous venons d'exposer. 

uwrinwp'nAd Onasu|^osé, dans tout ce quivientd'étre dit, que les ordonnées 
d'un même système partent toutes ensemble du plan (n) eous un« 
direction parallèle ; cette hypothèse n'est nuHement nécessaire; il 
suffit que les courbes ordonnées ne soient pas tangentes au plan 
( n ) , à partir du point P de contact de ce plan et de la sur&ce 
(S). 

On a supposé que les points de (S) nuuY^ent sur des plans pa- 
rallèles au plan (IT), ils peuvent marcher sur des surfitces quelconi 
iques (ff*), (*"), (ir"'), . . ., pourvu que celle («■) qui passe enP ait 
aussi (n) pour plan tangent en ce point. ' 

' Ces deux contGtians remplies, le tltéor^Q suivant dora fiett 
dans toute sa généralité, 
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THÉORIE. SECTION I. s5 

c Que par des ordonnées carrilignes abscdument arbitraires , i« kèmoibb- 
» on rapporte la position des divers pointa d'one silr&ce (S), à 
:^ ceux du plan (n) qtù la touche en P; le poiat cfapplicalion de 
» cbai|ae ordonnée marchant arlàtraireinent ssr nue des snr&cea 
», quelconques (d-), (0^), (a"), ...., quelle que soit là variatibn 
» imprimée à la suc&ce (S) -par ce transport général de ses points y 
n l'infinité des noureUes sur&ces (Z) obtenues de la sorte, auront 
31 toutes en F, arec Ja primitiTe (S)un contact du second ordre. » 
' En effet si nous considérons la courbe ordonnée ^m , fig. 8, dont le 
|ûd 4) est ii^niment Toiain du point F, et que nous menion» le plan 
coupant (7) parallèle au plafo tangent (n), maiaà une distance ki&- 
wment petite do second ordre; la nouvelle ordonnée <pyu partie du 
point (p f aboofîra au point d'application fi tel que là distance m/t 
ne puisse être infiniment plus ^ande que ^m y ou simplement, que la 
distance des pkms (H) et (tt). Car alors l'une des ^eox courbes ordon- 
nées serait tsuigente au plan (n) (ce qui serait contre Thypothèse ). 
Ainsi mf-t ne peut être plus grand qu'uzte quantité du second ordre. 
Far conséquent la courbe mm'm". . . . sera transformée en celle 
fift'fi"..... telle que les distances des points correspondants m etju, 
m' et ft', m" etyu",iie puissent être plus grandes que des quantités dit 
second ordre : les dimensions de ces courbes étant d'ailleurs du 
^emier wdre. Oc si du point m je mène la ligne mf*i r, n qi» 
(jozipe à la. foia iâ courbe priuo^ive mjr^wi\> ... et sa dérivée 
fi,l£f^\....\ les distances de m à /t et à ^, ne pourrMat être que 
dans Quraj^rt finij et puisque /»/( ne peut surpasser: le second 
ordre, m/A, ne le surpassera pas non plus : il en sera de même 
de Jif,. Mais d'ailleurs les dimênaiona de mm'/n", . . . ., aont du 
premier ordre : donc mn est aussi du premier ordre. Et comme 11 
ne di0<N« de ^/, que de quantités miâ.,:, 9,n du second ordre, lea 
cei'cles osculateurs des sections m^riy /*Pr foites par un même 
pbn dans lea deux «iiiàc«s primitive et dérivée, ne poturooS 
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a4 DÉVELOPPEMENTS DE GÉOMÉTRIE. 

I" MÉMOIRE, différer qu'infiniment peu Tun de l'autre j donc les deux sui^ces 
sont mutuellement osculatrices. 

■- « Maintenant si l'on suppose dans la variation de forme et â« 
s position de toutes les courbes ordonnées, non-seulem^it ipio 
» leur origine demeure luTariable, comme dans le cas précédent, 
» mais qu'elles conservent de plus à cette origine un contact du pre- 
j> mîer ordre, c'est-à-dire, qu'elles restent tangentes à leur premîér« 
3> direction , la sur&ce dérivée aura arec la primitive im contact du 
» troisième ordre ; puisqu'elle s'en rapproche infiniment pliis q^e 
» dans le cas précédant Si les nouvelles ordonnées conserventavec 
» les anciennes un contact du second ordre, les sorfiices primîtîre' 
» et dérivée auront cntr^Ues un contact du quatrième ordre; et gé- 
» nérakment le contact des sur&ces primitive et dérivée sera sapé", 
» rieur de deux unités à celui de leurs ordonnées respectives. » . 
Ëaono!pi>uiiit>i>i«. Ces énoncés généraux pourraient être rendus sous une forme 
équivalente, d'une manière plus rapide, il est vrai, mais qui serait 
moins appropriée à la marche que nous suivons, et surtout à l'ap- 
plication que nous allons fture des propriétés dont ils sont Texpres- 
ùon,pour déterminer la grandeur absolue des rayons de courbure, 
tant des sarfeces que des diverses sections tracées sur elles. 

Voici donc comment on peut exprimer ces théorèmes avec la 
même extension , mais sons une forme cpii ne rappellera plus le 
moyen de produire de nouvelles surËices (2) en contact de di£fêrenB 
ordres avec la primitive ^). 

' « K ron imprime à tous les points d'une surfece (S) un mtmvemënt 
parallèle au plan (n) qui la touche en P, ce point restant immo- 
bile, et le déplacement de ceux qui le suivent immédiatement étant 
dans un rapport fini quelconque, avec leur distance au plan (II), 
la nouveUe snrfiice (S) formée par cette transformation sera tou- 
jours x>sculatrice en P à la prinaitÎTe. Et g^éralement si le dépla- 
ceoifint des pf»nts contigus eu P sur la sur&ce est avec leur. 
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THÉORIE. SECTION I. â5 

âtbtance au plan P dans un rappoH infiniment' petit d'un ordre quel- i' 
conque 7W, quelle qtie soit ensuite à une distance finie du point P, 
.la transformatioû subie par la primitive (S), la nouvelle snr&ce (2) 
aura toujours avec eUe \m contact d'un ordre /n + a de deux unités 
supérieur. 

On pourrait donner beaucoup de développement à ces divers 
principes, et en déduire plusieurs théorèmes qui peut-être ne 
•seraient pas sans utilité. Mais en le faisant nous sortirions de notre 
sujet. Nous ne cherchons à rapprocher les sur&ces que pour dé- 
couvrir, dans celles que nous ne connaissons pas encore, les pro- 
priétés qui doivent leur être communes avec celles qui nous sont 
déjà connues, ou que leur simplicité nous livre inunédiatement. Il 
ne faut pas nous écarter de cette route, quelque attrait que puissent 
d'ailleurs nous présenter d'autres objets, même assez voisin^ de 
ceux qui doivent nous occuper , pour ne pas leur paraître étran- 
gers. Peut-être, malgré cela, les personnes très- versées dans les con- 
sidérations de la Géométrie, trouveront- elles encore que je suis 
entré dans trop de détails; mais si ces développements rendent plus 
fecile ce qui Içur semblera trop élémentaire, ils ne seront cer-, 
tainement pas superflus pour tous les lecteurs. * 

Au reste, dans la seconde partie spécialement destinée aux 
applications, nous montrerons quelques conséquences de ces prin- 
cipes, relativement aux surfeces qu'on décrit géométriquement 
par un système de sections planes parallèles , connue dans certains 
Levés topographiques, et dans les plans de Vaisseaux; nous trou- 
verons par là l'occasion de présenter les vérités que ncMjs ve- 
nons d'exposer, sous une forme plus simple et plus Ëicile à 
retenir. Maintenant nous allons les employer à la recherche des 
rayons de courbure des surfaces j et généralement des diverses 
sections Sûtes sur ces sur&ces. 

4 
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â6 DÉVELOPPEMENTS DE GÉOMÉTRIE. 

.1" MÉMOIRE. Considérons la surfece géacrale (S), fig. 9, coup5e par le plan 
Dd rajon de conr- AAP/* , DOTiiial cn P a (S), et dirigé arbitrairement; demandona- 

ÏoIIjJ dT'w- ^om la grandeur du rayon de courbure en F de la section AùPJct. 

*^^ Si nous menons )a droite A<r parallèle au plan (n) , tangent à (S) 

au point donné P, et seulement à une distance Ty du second 
ordre, on pourra regarder le petit arc AP/ comme appartenant au 
cercle osculateur de la section que l'on considère. Or on sait que 
le rayon de cet arc est égal au quarré de - A<f divisé par aPy , 
ou simplement à g , ^ <^\ 

On voit d'abord par là que si l'on faisait croître toutes les hau- 
teurs Ty proportionnellement entr'elles et au quarré des cordes 
A<r parallèles à (n) , les nouvelles courbes qu'on obtiendrait n'au- 
raient pas changé de courbtire en P ; et si Von conçoit un système 
quiconque de ces sections normales AAPcAx, A'A'P/'a',.- propre 
à couvrir toute la sur&ce (S) , eu supposant que toutes ces courbes 
éprouvent à la fois la variation que nous venons d'imprimer à 
AAP<r<x , dans cette transformation de la surface (S), chaque coiu-be 
conservant en P sa courbure, la courbure même de la surfice(S) 
ne changera pas, et la sur^ce dérivée osculera la primitive. 

De là résulte cette proposition générale : te Si tous les points 



(*) Pour démontrer la légitimité de cette valeur , caDsidérona,.Gg. lo , le petit 
' arc AVi" de AFB ; V£ afP étant le cercle oscclateur qui contient ce petit arc , 
-«t la corde &f étant parallèle à la tangente en P de ce cercle , le rayon OP 
wra perpendiculaire â lacinde A/ qo'il coupera par son milieu -y. Or, dans le 
cercle , la denii-corde >/ est une moyenne proportionnelle entre 4e9 parties yP, 
^ a du diamètre a; P qui la divise en parties .égales, ce qui donne j-P: 7 J'::yJ: >.a. 
Mais lorsque yP est infiniment petit , •) a diffère infiniment pea du diamètre même : 

donc ce diamèlre égale 21=. ou 7 .-5—; et par conséquent le myoo OP = g . p—. 
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THÉORIE. "Section i. »7 

^^^%i"y....,àj A\ A", ... de flaque section («r) Ëiite Sur la sur- ]•. mëhoekE. 
Ëice (6) parallèlement au plan (n) , sont joints deux à deux par les 
cordes «Ta, «T'a', (r"A",. , . ,, suivant une loi quelconque^ en sup- 
posant que les cordes varient à la fois de manière que leurs quar- 
rés croissent ou diminuent comme les amples distances des sec- 
tions ('«) au plan tangent (17), (ces cordes restant chacune avec P 
dans un même plan); on pourra former de la sorte une infinité 
de surfaces diffîrentes , qui toutes auront en P , arec la primitive 
(S) , un contact du second ordre. ^ 

Ensuite , ainsi que nous TavODS exposé plus haut avec détail , 
en donnant à' tout le système rapporté sur le plan (n) par des 
ordonnées droites ou courbes , une impulsion parallèle au plan (n), 
mais d'ailleurs absolument arbitraire : à chacune des siurËtces déri- 
Tées que nous venons de former, pouira correspondre une infinité 
d'espèces difiërentes de sur&ces ; et toutes ces noareQes surËtces 
dérivées seront encore, comme les premières, osculatrices de la 
6ur£ice primitive (S). 

On doit voir par Fétendae qu'ont pris les divers résultats aux- l* eomuMiiice de 
qtlels nous venons successivement d'être conduits , que si la nature ^^„"de "^11 
et Ja forme de la courbure d'une seule surface nous étaient coa- ^^^" '^H 
nues , nous pourrions , par cet unique secours , atteindre à la même 'L?"'^^ij^ 
connaissance dans les surfecea les plus générales ; puisque d'une' ™.<» «eni de m* 
suriàce particulière quelconque nous pouvons passer à tontes les 
îintres, ou sans altérer la courbure an point de contact P, ou ea> 
appréciant lea.alcérations qaenons devons y apporter. 

Mais la snr&ce de la sphère nons est parfititement connue ; la UfpUncboiMepMii 
^hére est d'ailleurs, rdativementà sa c<Hubure, la plus simple de ^^^de w*;!^ 
toutes les sur&ces; tous ses rajoiu de coupure sont d'utie même ^^"[,1;^^^ 
grandeur , ik sont égaux à son rayon descripteur ; oes rayons sont >*«■ 
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»8 développeihentS de géométrie. 

Jo MÉMOIRE, en même temps ceux de toutes les sections normales de la spbèrë: 
enfin , les, rayons des sections obliques ne sont autre chose que 
la projection , sur le plan de ces sections , des rayons de courbure 
de la sur&ce qui viennent aboutir à la circonférence de ces 
mêmes sections obliques. Si donc par la connaissance de la cour- 
bure d'une seule surfece , nous sommes en état de nous élever à 
là connaissance de la courbure de toutes les autres , la sphère est 
certainement la plus propre à nous faire atteindre ce but le plus 
rapidement et le plus simplement possible. C'est elle aussi que 
nous allons employer pour y parvenir. ( Yoyezla uotelll.) 

Soit (S) , fig. lo , une sphère touchée en P par un- plan (lï) ; sup- 
posons que tous les points de cette surface s'élèvent proportion^, 
nellement à leur hauteur sur (II) , sans changer de projection sur 
ço plan. Alors les cardes AiT n'ayant pas changé ^tandis que les- 
liauteurs verticales Py ont cru prc^ortionnellement entr'elles , les. 

rayons è-'p~ ^^^ sections normales en P auront tous varié dans' 
un rapport inverse. Or , dans cette transformation , la sphère est 
, devenue une surfece du second degré et de révolution (j, ayant 
le point. P pour sommet, gt pour rayon de son cercle prmcipal , 
a& égal au rayon Ob de la sphère^ tandis que P», demi-axe de ■ 
révolution, est avec le même rayon dans le rappwt de variatioQ 
des ordonnées. De là résulte ce premier théorème : « Le rayon de 
courbure dès sectkms normales d'une surface du second, degré 
de révolution, est au sommet P de la surface égal au quarré du 
demi-axe a£ étranger à ce sommet-, divisé par le demt-axe Fât pas-: 
sant par ce sommât qui lait partie de l'axe de révolution. » 

Vaienniiksrayowde [ïl suit immédiatement de là que le rayon de courbure d'ime; 

r^™"/^*" courbe du sec^aid degré -«jôPe<«, fig. 1 1 , .est au sommet F de cette i 

. cDiurbtj.é^L au quarré du demi-axç étranger aa eoBpiQ^t, ^yisé^ 
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. ■ ; THÉORIE. SECTION I. " ag 

"par la moitié de l'antre axe 4^~ = p^- Mais sî nous îranspor- ■ ^*' «émoibe. 

tons le centre » de ceïte courbe dans la direction de l'ase /3aiÇ , 
en at'f par exemple , l'axe ^ej€ deviendra ^'a'C sans changer de 
longueur, et l'autre axe Pa* devieudi-a Va'a' qui, dans la nouvelle 

.courbe du second degré, n'est plus que le diamètre t^onjugué de 
^'à>'€'. Or, d'après ce que nous, avons démontré plus haut pour les 

; sur&ces , et qui est , à plus forte raison , vrai pour les lignes courbes , 
la nouvelle courbe a'^'P-C'",' est osculalrice en P de la primitive 
a^PSa ; donc leur commun rayon de courbure en P est encore 

5- = ^— , c'est-à-dire que le rayon de courbure d'une ligne du 

seœnd degré ^ en un point P quelconque j est égal au quarré du 
demi-diamètre »'€' parallèle à la tangente de la courbe en P, 

■■ divisé par Po» distance de ce diamètre au point P. 

It est essentiel de retenir cette propriété générale des courbes 

;âu second -degré ; car nOus.en ferons par la suite un. usage 

^continuel. 

Considérons actuellement, en son sorhmet P, fîg. la, uiie sur-AppUanionantmi- 
foce quelconque du second degré ^^\ Noua savons dqà queles ifre. vako^'dâ 

leuti rayoni de 

deux lignes de courbure qui se croisent en ce point , sont les «"■A"'* «' d« 
-, . - . . ■ 1 11 .1 I ' '^'"'^ ^ '"" •**■ 

deux sections prmcipales sur lesquelles il est place; et comme ce tiaunomuOci. 

point est en même temps le sommet de ces deux sections , on voit 
que le quarré du plus grand ou du plus petit demi-axe , étraTtgers 
au sommet P, divisé par la moitié du troisième axe, est égal au 
pîu^ grand ou au plus petit rayon de courbure en P. Pour avoir 
en ce même sommet P, le rayon de courbure d-une section nor- 
male quelconque //.P/n. , on déterminera le diamètre fixfi que le 
plan de cette sectfon trace sur le plan principal étranger à P; 
cela posé, /a troisième proportionnelle au demi-axe contenantP, 
iBtà la moitié d^ ce diamètre, §era le rayon demandé. 
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3o DÉVELOPPEMENTS DE GÉOMÉTRIE. 

InHÉHOŒ. Inclinons ensuite, de la manière la plus arbitraire, les ord<Hl-à 
nées de cette surËtce, normales à (n); pourru qu'elles restent 
^ parallèles à une droite unique , mais quelconque , nous formerons 

une nouvelle sur^ce du second degré Ç^\ osculatrice en F à la 

primitiye^^ j. Le sommet F ne sera plus que l'estrémité d'un 

diamètre quelconque, et la section j3jcc€)u^ sera transportée en 
^'fii'G'fi'^' parallèlement à sa position primitire et sans varier 
dans sa forme : donc, premièrement, les axes de cette section 
diamétrale ^'/*'f '/*'/3' ne cesseront pas d'être parallèles à la direc- 
tion en P des lignes de courbure de la surfecej «les rayons de 
t^Urbure de la nouvelle surfece seront encore une Iroisième pr<>- 
portionnello à la distance P» de (n) à la section (3y€',w'|3', et 
respectivement à chaque demi-axe de cette section diamétrale : 
ei£n , les rayons de courbure des sections normales quelconques , 
seront toujours une troisième proportionnelle à la distance Pt» , 
et au demi-diamètre a'/*' parallèle au plan de la section normale, 
ainsi qu'au plan tangent (n). » 

Nous sommes donc en état , à présent , de déterminer pour une 
sur^ce du second degré quelconque , et pour chaque point , ses 
rayons de Oourbure, ainsi que ceux de toutes ses sections nor- 
males ; et comme les rayons des sections obliques ne sont, ainsi 
que nous le ferons bientôt voir , que les simples projections des 
premiers rayons , il n'est aucun point de cette surfâce où nous ne 
puissions détermine]? lâ grandeur et la direction de ses deux oour- 
lïureâ, ainsi que le rayon de courbure de toutes les sections qu'on 
peut &ire par ce point sur la surÊice. 

Les derniers résultats que nous venons de développer, se 
trouvent exposés , mais sans démonstration , dans un Mémoire 
^ur la description des sur£tces du second degré, inséré dans les 
joumauf de l'École Polytechnique, tome VU, cahier Xiy^ wulemeiM 
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THÉORIE. SECTION I. 5i 

ils y sont présentés sous une forme différente , parce que les i" mémoire. 
^antités qu'on j considère sont désignées sous des dénominations 
particulières au travail dout ce Mémoire est l'objet : nOus allons 
Ëire voir le plus rapidement possible , l'idoDlité d« ces dlTerses 
propositions. 

8oit AB , fie. i3 , une droite mobile d<mt deui pomts i , a , tou- Cii«Uoii a» ^ptékpu» 
jours les mêmes, soient assujétls à demeurer respectivement sur icMUgmiftiicc* 
les droites directrices fixes 01, OII ; en concevant que cette droite 
prenne successivement toutes les positions qui peuvent satisfoire à 
celte hypothèse, chacun de ses points^ P décrira une courbe du 
second degré autour du point O comme oentre. 

Lorsque le point i glissant sur 01, arrive en O, le point a res- 
tant toujours sur OII , F s'applique aussi sur OU en Y. Au con- 
traire , lorsque le point a arrive en O , le point i restant sur 01 , 
P s'applique aussi sur 01 en X ; et Pi , Pa , portions invariables de 
la droite mobile , sont par conséquent égales aux directrices OT , 
OX. Chaque courbe du second degré présente une infinité de sem- 
blables systèmes de génération. Enfin, dans le système unique où 
les deux directrices OX, OY sont à angle droit, la courbe devient 
à la fois symétrique par rapport aux deux directrices , et elles sont 
évidemment ses axes mêmes. 

Cela posé, en concevant la position de la droite mobOe l'P'a' où 
elle se trouve perpendiculaire à Tune des directrices, à OX, par 
exemple, P' sera le plus loin possible de OX : donc, l'P'a' sera 
normale en ce point à la courbe. Ainsi la tangente à la courbe en 
P' étant alors perpendiculaire à l'P'a', comme l'est OX, cet OX 
et la tangente en P' seront parallèles ; donc OP' sera le diamètre 
conjugué à OX. Or , le rayon de courbure de la courbe du 
, flecoud degré est m P', ^ : 
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32 DÉVELOPPEMENTS DE GÉOMÉTRIE. 

l"BtÉMomE. OY=:iP=i'P'); c'est-à-dire, qu'étant donné un point quelconque 
P', sur une courbe du second degré, si on cherche le diamètre OX 
conjugué à celui passant en P', et qu'on le regeurde comme une, 
directrice , la troisième proportionnelle à cette directrice OX et à 
6a directrice conjuguée OY , sera le rayon de courbure demandé^ 

Tous ces résultats , en se généralisant dans l'espace , sont sus- 
x:eptibles . d'être appliqués aux surËicés du second degré. Soit , 
fig. i4 , ime droite mobile AB sur laquelle eu détermioe' trois pdnta 
i , a , 3, toujours les. mêmes. Si l'on assujétit le premier i à rester 
toujours sur un premier plan directeur I; le second a , sur un- 
second plan , directeur II j le troisième 3 , sur un troisième plan 
directeur ïïl; en imprimant ensuite à la droite AB tous les mou-*: 
yenients compatibles avec cette hjpothèse , chacup des points P 
de AB décrira une surface du second degré , dont le centre O 
sera la commune iotersectioii des trois plan^ directeuiis I, Ui UI. 

En .appliquant à ces surfeces ce que nous venons de dire sur les 
courbes do même degré , nous ferions voir fâcilement que les parties 
Pi, Pa, P3 de la droite mobile sont respectivement égales auK 
directrices OX , OY , ÔZ , comprises entre la sur&ce XYZ et son 
centre O; que de plus chaque surÊice du second degré peut être 
produite par une infinité de pareils systèmes de plans directeur^ 
I , II, III , au moyen d'une droite mobile c<mvenable, etc. 

Lorsque deux directrices OX, OY sont rectangulaires entr'elles, 
elles se confondent avec les axes de la courbe tri^çée par le point 
P sur le plan I, lieu de ces directrices ( comme nous l'avons dit 
il n'y a qu'un moment , en parlant de la génération des courbes du 
second degré). Quand les plans directeurs X, II, III sont à angle 
4roit , ils sont les plans principaux de la sur&ce jengendrée ; et , 
dijns tous les cas , chaque partie Pi , Pa, P3 est égale à la droite 
normale à la surface , et respectivement perpendiculaire au plan I , 
pu plan IIj gu plan IJÏ. 
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On doit voir par là, que si Ton se propose d'obtenir les rayons i*' mémoire. 
de courbure de la surface en un de ses points P, fig. i5, il feut- 
opérer ainsi : en menant le plan X^ocY conjugué au diamètre 
POp ; en regardant ensuite les ases XOx, YOy de cette' section 
comme les deux directrices placées sur le plan directeur ( I ) , la 
troisième directrice OZ sera égale à la droite FM, à la fois nbrmalo 
' en P à la sui&ce , et en M à la section diamétrale OXY : enfin > lea 

deux rayons de coui^ure de la sur&ce en P, seront pj^, -p^, 

OX* OY' 

Actuellement il est ËtcSe d'apercevoir l'identité des principes 
développés plus haut , avec les propositions suivantes y extraites 
du Mémoire que nous avons cité. 

a Étant donné un point quelconque P sur une sur&ce du second 
» degré (^ J> ^i ^'^^^ conçoit le plan tangent en P à cette sùrËice, 
» et la section diamétrale qui lui est. parallèle; pub qu'on déter- 
j> mine les axes de cette section, c'est-à-dire, son système de 
» directrices ortlK^onales. • • . 

La droite menée par le point P parallèlement à la plus 
jgrande directrice, sera tangente à la ligne de moindre courbure. 

ha, droite menée parle point P parallèlement à lapluspetite 
directrice , sera tangente à la ligne de plus grande courbure. 

a On regardera ces directrices de h section diamétrale comme 
» directrices de la surËice elle-même ; d'après cela , la troisième 
V di^trice sera la distance de P à la section diamétrale qui cout 
» tient les deux autres , et alors. ... 

Urte troisième proportionnelle à la dernière directrice et à 
la plus grande des deux autres, sera le rayon de moindre 
courbure. 

Une troisième proportionnelle à la dernière directrice et à 
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1- MÉMOIRE, la pkia petite des deux autres , sera le rayon de plus grande 
courbure. 

Dans la note l" du second Mémoire , nous jM^senterons cea 
m^es Taleors par l'anal jse, en les rapprochant de celles qui 
seraient fournies par les méthodes ordinaires du calcul différen- 
tiel ; afin qu'on roie mieux l'arantâge que présente la très-grande 
simplicité qui les rend propres, surtont, aux opératii»» graphiques- 
de l'urtiste et de ringénieur. 

VJeoTi dï« wyooi Jusqu'ici nous n'avons considéré dans les surfaces crue leur» 

^ttàettvùtUM. sections nMrmales; il nous reste h nvus occuper des sections 

oblique» , pour en détenniQer aussi la coarburo, et compléter par 

là ce que nous avons à dire sui; la recherche dee rayons de cour-^ 

bure des sur&ces , et de leurs sections quelconques. 

Pour arriver à ce but, nous allons présenter deux méthode» 
différentes : Tune moins élémentaire, il est vrai, maie phis géné- 
rale , et qui nous fournira l'oocasloo de déduire ^aein's pro- 
priétés nouvelles de Fétcadue, comme conséquences des théorèmes 
que nous avons exposés au commencement de ce paragraphe; 
la seconde, plus simple, plus Ëtcile, sufiîsante enfin pour ceux qui 
voudront s'y borner, et se contenter de l'enchaînemeot le plu» 
restreint des vérités qui leur sont plus particulièrement utiles. 

PramUicm^tbo&r. La sur&cc quelcouquc (S), fîg. 16, étant osculée en P par une 
Pniptiiu!% giaénia gutTC suTfecc BUSSi qoelcôrHiiK (I) , traçons sur la prcrmère la 
courbe'ffrbitraire M!Kï ; làisons ensuite varier cette surface avec 
toute la généralité que ses transformations comportent , sans que 
sa courbure en P cesse d'être la même j et noos avons vu qu'on 
peut le dore d^ine infii^ de manières diCfêrentea. Dans ces trans- 
formatioDS diverses, la courbe MPN restant tootours sur um 
surface osculatrice de ( S ) et de ( :£ ) , ne cessera pas eUe-mém» 
â'oeculer ces deux sor&ces : cela est évident 
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Mais d'après la généralité que nous ayons donnée aux diange- !•' H^ontb 
menu déforme dont e3tsiiBGeptifaleIafiurËtoe(S),sansquesa cour- 
bure en F soitaltéréet c'eet-à-dire, sans qu'elle cesae d'être osculée 
en ce point par une surËice {^nùtire 6t invariable (2), il est éga- 
lement évident que toute surface (/), circonscrite à (S) suivant 
UPN , sera susceptible d*^xe en entier parcourue par la court» 
MPN, dans les transfonnatioos infinies que cette courbe peut éprou- 
7er sans ceaeer d'osculer à la fois (S) et (S). 

On observera d'ailleurs que dans toutes les positions de la courbe 
MFN, sa tangente PT en P e'a pas cessé d'être la même, parce 
gue dans le mauremait ^néral des points de (3 } , tous les points 
<ta plim tangent demeurent immobiles, et qu'à partir immédiate- 
ment du point de contact , le déplacement des points de ( S ) est 
mfiniment pQtît par rapport à leur distance à ce point : la tangente 
de MPN est donc restée «puatamment la même <*\ Setdaaœnt 
le plas oocttU^w 4e h ^cewjw tCPrî a ,pu prendre au point P 



W Cette démomtratîoti abrËgée étant ici la seule qui puisse arrêter ceux qui 
ne seraient pas très-bnùlien avec les considératioiu géométriqnea infiiûtési- 
uales , noua àUona la rendre pins sensible en la développant un peu daTantage. 
' Rappelons -Qoos que dans nos tfaéortmes sur la transformalion des surfaces 
toiqottrs escnlirtnces , ^» «(mâilion «sseotidle «t pennanrate isit que , A partir 
•àa point P , le déplaoemsnt des pointa ida la snifaoe prijnitiTc ,(fi) i os soit yfa 
infiaiment plus ^gcaod qfte Is distanm de ces points «u plwi tangent «a P. 
Soit donc M'PN', Cg* i6 bis , la nourelle position de MPN snr nne des sur- 
faces dérivées de (S) ; en menant par les points A et / de MPN , et par les points 
ewrespondans A' et ^ de M'PN', les deux cordes àl, ùff éloignées do plan (n) , 
ou de la tangente PT , de distances P^ ,^y' infinimenf petites dn second ordre , 
les cordes Aj", âffsetont nécessairement dn premier ordre (si P n'est pas ua 
point singulier ). Mais , par hypothèse , les déplacements AA' , ty w peuvent 
JtreinfiiBme«tplas grands que P^obF^' : iUsontdooc an pins dnaeoond ordre, «t 
par txpuiqfuat, le -petit m A'ff fsit tasgest es P au j^emier. 
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I" NËMoniE. successivement toutes les positions autour de cette tadgente. Or, 
ce même plan coupe tou)onrs ( S ) et ( 2 ) suiraut deux coiiii>ed^ 
nécessairement osculatnces de MFN; puisque sans cela, MPN 
cesserait d'osculer ces surfaces. Donc (/) étant la surface engen-^ 
drée par MPN , cette surfece n'aura plus d'autres relations , i*. avec 
(S), que de la toucher simplement suivant une courbe MPN, ayant 
PT pour tangente en P; a*, avec (2), que de lui être tangente ea 
P, et d'avoir seulement une certaine courbe MPN, osculatrice à 
(Z), suivant une direction quelconque FT. 

£t, ces seules conditions satisfiiites, foutes les sections pos- 
sibles , faites à la fois dans (S), dans {^), et dans (/) , 
par un même plan contenant PT , seront mutuellement osa»- 
Striées. 

■ Nous prouverions avec une égale facilité , et toujours en suivant 
la même marîibe, que si deux sur/hces quelconques (S) et (f) 
avaient dans toute l'étendue d'une courbe MPN^ un eon^ct 
d'un ordre m , toutes les sections possibles fûtes dans ces sur- 
/aces par un même plan ^ tan^nt à leur courbe de contact,, 
auraient eruyelles un contact de l'ordre immédiatement supé- 
rieur m-t- 1- 

Appiietdan im eon- ■ Maintenant nous allons rendre sensibles ces généralités-, en les 
^^ " ' appliquant seidement aux CMitacts du second ordre qui ont lieu 

raitre des courbes placées sur des sur&ces , ou simplement tan- 
gentes suivant toute une ligAe courbe, ou sifiiplement oscalatrices 
suivant une seule direction, et n'ayant plus alors qu'un seul point 
de contact. 

EiemiJeù&rtptriw ^Hc sphèfc , paT éxcmpIe , ^nt circonscrite par un cylindre, 

curprood^ gj ^ tai^nt^^ement au grand cercle contact de ces surfiices , on 

suppose qu'un plan , d'abord normal aux deux surfaces- primitives', 

k'IacUoe de plus «i plue vers le plan tangent ^ il Qoupera la sphère 
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éoivant un cercle de plus en plus petit, le cylindre suivant une i" héhooië. 
courbe du second degré de plus en plus g^aade , et cependïmt le 
cercle et la courbe du second degré ne cesseront pas d'être os' 
culatrices. 

' ' Et si l'on regarde Tiui des poiots de ccmtact de le sphère et du 
tjylindre conune le aominét d'une sur&ce de réToIution osculée en 
ce pnnt par la sphère même , tontes les sections ùAies , à partir 
de ce scnnmet, par des plans tangents au cercle de contact des 
deux premières sur&ces ( Ut sphère et ce cylindre ); ces sections , 
dîa-je, seront également bsculatrices des sections Eûtes par I^ 
mêmes plans sur la sor&ce générale de révolution. C'est la seule 
relation qu'aui^t conservée les courbures du cylindre et de la 
8ur&ce de révolution j car partout ailleurs qu'au sommet lieu du ^ 
contact , ces surfaces ne seront même plus tangentes. 
, Dans ces deux exemples, la sphère est la surfece (S), le cy- 
lindre la sur&ce (/) , et la surfece de révoIuti<»i la suifece (Z). . 

Ces propriétés sont susceptibles de nombreuses applications dans coatéjwoetM gâi^ 
les théories de la perspective et des ombres ; nous nous contente- "*" "*""" * ^ 
rons pour le moment d'en ofirir une seule. 

Si, fîg. 17, on mène, dans la sur&ce quelconque (S) un plan PA, 
qui la coupe normalement au point P, et qui soit parallèle au plan ho-> 
rizontat de projection, toutes les courbes PB, PC, PD, qui seront 
tracées sur (8) langentiellement en P à ce plan normal, se projette- 
ront horizontalement suivant des courbes PB», PC», PD^ { Voyez 
note rV), mutuellement osculatrices en ce point; quoique dans 
Te^ce leur rayon de courbure diminue de plus en plus à mesure 
que ce rayon s'incline vers le plan tangent. 

Et plus généralement encore : si Ton projette sûr un plan quel- 
conque, iig. 18 (c'est ici te plan hoi'izontal), le contour apparent 

d'une sur&ce (S) , toutes les courbes PA, , PB,, PC,, seule: 

meut tiAgeate9 ^n P, au contour apparent P0„ se projetteront 
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t*r MÉMOIRE, suîvaot des oourbes PAt, PBt, PC» , qui toutes osculero/U 

«n P4 le contour appareot PO^ , quelle que soit d'ailleurs et leur 
forme , et leur position , et la grandeur absolue de leur courbure 
dans l'espace. 

Enfin, ces mômes propriétés existeraient encore, si, au lieu de 
prc^ectioDS par lignes parallèles, ainsi qu'on peut les «mployer 
dans la détermination des ombres produites par la lumière so- 
laire , il fallait se servir de projectioDS cooiques, comme oàa a 
lieu dans la perspective , et les oaibns produites par des poioti 
lumineux à distance finie des corps éclairés. « Toutes les courbes 
qui , siu* le corps éclairé , sn'aient simplement tangentes à leur 
contour apparent, Icnrsque ensuite on les aura projetées ainù sur 
des surfaces quelconques , y seront oscttUtrices de la projectioa du 
contour apparent. » 

Concevons nmntenant une sur&ce générale (6), fig. 19, et 
traçons sur elle la courbe quelconque /^Vy, concevons le cercle 
PA osculateur de cette courbe en un point P, et par ce cercle 
une spbère (2) tangente à la surËice (S) au même .point P. D'après 
les principes que nous venons d'exposer, deux sections Ëiites ar- 
bitrairement sur (S) et (X) par un plan tangent en P à FA ou kfiPy , 
seront nécessairement osculatrices. 

Donc , premièrement , toutes les sections d'une sur/ace , tan- 
gentes à la même courbe ^ et par cons&pient à la même droite^ 
en unpointP de lasurface, çnt leurs cercles osculateurs sur une 
seule et même sphère ^*\ 



i*i Dan< la figure 30 , bous avons Toulu rendre sensibles .cea propriétés de 
la sphère par rapport aux sections obliques et normales des siufaoes quel- 
conques. La normale Pr de la surface (S) est supposée parallèle aux âeux plans 
de projectioD ; par conséquent, le plan tangent de (S) mené par le point 1* , est 
perpendicul^e à cfs deux plans. Donc aussi , l«s poiob P, , P» jtat sur ht 
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Mais a est évident que le rayon descripteur même de bi sec- i.r ménoihe. 
lion plane , fiute dans la 8{^re, est le rayon de courbure de la 
section Ëiite dans la sur&ce (2) j or , si sur la sphère cm &it , à 
partir du même point P, une section normale et une oblique, 
tangentes en ce point, on aura d'abord un grand, puis un petit 
cercle; et au point P de letor contact, le petit rayon sera la pro- 
jection du grand rayon, sur le plan du petit cercle : donc , si deux 
sections planes d'une surËice (2) , l'une oblique , Tautre normale 
à la surface en un point P , sont tangentes en ce point , le rayon 
de cmtràure de la section oblique serUt sur le plan de cette 
section, là projection dU ranfon de courbure de la section 



contours «pparenta de (S), et [S)a. Maintenant, par le point P menoiu une tangmte 
borizontde PT», sBirast laquelle noue feront passer d'abord une section plane nor- 
iDale,puîatoutesleBaections obliques possibles, pour le point P. Ces plans couperont 
la surface (S) âuivant des courbes dont les projections PmMt , PnNi , Pn14'« seront 
quelconques, tandis que les autres projections PM, , PN,, PN', sont des lignes 
droites; ce qui doit étn , poisqae ba plana ait ces courbes sont tracées sont 
perpendiculaires an plan vertical de projection. 

Soit PntM» la section normale , et C le centre de san cercle osculateor PaA -, 
â'apri* ce que non* arona déiaontré , toute seetioa oUiqne PN, PM', a pow cercle 
oscnlateuT VbS„ celui dont le rayon Vcr est (sur le plan de la section oblique) 
la projection du rayon PC, de la section normale. D'ailleurs , il est évident 
que tous ces cercles VbR forment ttao sphère (S) dont PoA est le grand 
code. 

Or , le petit cercle P&B„ se projette henzontalement suivant une ellipse P£6t 
dont nous pouvons obtenir immédiatement le rayon de courbure ; <& P est le 
sommet àa petit axe , et le dem^'grand axe bci, est prédsement égal au rayon Pc-, du 

cerde projeté. Donc le rayon (Jierclié =: -^ » =: — ,. Mais i^^n^ le 

feriaagje reetac^e PcC* , il est éviàmt que -^ = PC. Donc le rayon de conr- 

bnre .de l'<!lipse PiB» est en P précisément égal an. rayon PC du cercle oscu- 
lateur de la section normale. 
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4o DÉVELOPPEMENTS DE GÉOMÉTRIE, 

jtr MÉMOIRE, normale. Telle est la loi extrêmement' simple qui lie la détermi- 
nation des rayons de courbm'e des sections obliques des sur&ces , 
à la même détermination pour les sections normales. 

B«:ondemJiiioAi,par Nou3 auTions pu parveniT à ce dernier résultat d'une manière 

les oKulalrîcci du 

itconddegrf. plus immédiate, en considérant la sur&ce du second degré C^jy 
fig. i3,osculatriceeoPdela sur&ce générale (S). En effet, inclinons 
les ordonnées de ^^\ sans altérer leur parallélisme, etsansque les 
points d'application cessent d'être à la même distance du plan (n) tan- 
gent en P à cette première surface du second degré; nous savons quo, 
ïanouTelIe,(^'Vproduiteainst,osculera (^V et par conséquent 
laprimitiTe (S), au pointP. Parcette transformation, la section nor- 
male jitPftde (J^\ deviendra une section oblique fi'Vf*' sur ( *' ) j et 
ces deux courbes auront en F la tangente commune PT parallèle aux 
diamètres égaux)«/«,^V: cela est évident. Mais » étant le centre de 
(^^ et »' celui de (^'\ les rayons des courbes du second degré 
jwPjit et^'P/*' seron^j ainsi que noua l'arons Êiit voir, Pr=:^ j 
PT' = ^Vî et, puisque «jms=»')(*'» <>•* Toit que ces deux rayons 
sont réciproquement entr'eux comme P« et P»' ; c'est-ànlire, que 
le rayon PT' de la section oblique sera le rayon de la section 
normale Pr, projeté sur le plan de cette section oblique. Enfin, 

comme jes deux sections de (z) et (^; sont osculatrices aux 

sections Eûtes par les mêmes plans sur la sur&oe générale (S) 
( puisqu'elle-même est complettement osculée par ces deux.sur- 
feces ) , nous devrons en conclure la relation des sections obliques 
aux sections normales , à laquelle nous sommes parvenus par des 
considérations plus longues, mais plu» générales, et qurremi^ilEh 
paiept d'autre? vue?, 
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THÉORIE. SEOriON I. 4i 

S IV. 

Théorie des tangentes conjuguées. 

Jusqu'ici nous n'avons ,"~pour ainsi dire ^ considéré les surËices 
gu e dans leur forme intérieure. Nous les avons coupées dans tous ^ k u coô^im 
lea sens possibles, et nous avons déterminé tout ce qui pouvait 
être relatif à leurs sections diverses, à leurs normales, à leur 
courbure. Mais , si la courbure des surfaces peut être également 
connue par la flexion plus ou moins grande des courbes tracées 
sur elles, ou par l'inclinaison successive des normales l'une suc 
l'autre , elle peut l'être de même par la détermination des diverses 
positions dont sont susceptibles les plans tangents, sur la surâice 
qu'ils touchent. Nous venons, si je puis parler ainsi, d'anatonùsw 
les sur&ces et de les décomposer dans leurs dernières parties; 
rendoDS-leur actuellement leur fonne entière, et voyons de quelle 
manière nous pourrons marcher sur elles dans les directions 
successives de leius plans tangents. 

Concevons que par un point quelconque p d'une surface ( S ) , dm mfiMtd<Mnp- 
(ig. 91 , on mène le plan (n) tangent à cette sur&ce, et que sans quit- 
ter ce plan on veuille passer sur le plan immédiatement consécutif 
{n') tangent à (S ) au point />' pareillement consécutif à P, on ne 
pourra le foire que suivant l'intersection P'A' de ces deux plans j 
de même pour passer du plan (n') à celui (II") tangent à (S) en p'' 
. consécutif à ^', il faudra marcher sur l'intersection F' A" de ces 
deux plans , et ainsi de suite. Le système des intersections PT', 
FT", P"'T"',..* fbrmera, comme on sait, une surfeice develop- 
pable, et il est évident que la forme de la surfeco (S) aura, avec 
celle de la développable , et de leur courbe de contact PP'P"P"', ...» 
Doe rçlalion uécessaîrej puisque la détcnnioatiou de la première 

6 
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4a DÉVELOPPEMENTS DE GÉOMÉTRIE. 

f HÉuoiss. de ces grandeurs graphiques et d'une des deux autres , entraîne 
forcément celle de la tro^ième. Cherchons donc à connaître plus 
particulièrement en quoi peut consister cette relation : nous dési- 
gnerons ordinairemoit par (D) la sui^ce dérelofipahle circonscrite 
à la surËice (S) , et composée de toutes les tangentes PT, PT', 
P-T*,.... 

lUiu'oii Dtetnira Solt mené à (S), fig. 99, par hd de sfôï poiirts P, la tangente 
d^'unn w^7t indéfinie PT, et cODcerwis toutes ies déreloppaUes (D), (D*), 
df'c^i^'^-u^'^')"'- qni» cireonscrites à-ia surfece générale (8), onlsetde- 
"îîw.* ^3^°*®°' *° commun TarêtePT. Chaque dévrfoppable (D) , (D'),(D"),..., 

aura arec (S) tme comité de conuot tç, P^', P^', ; ot, je 

dis que toutes ces courbes seront mutadlefiaeot tangentes «n P. 

En effiet, Taréte PT d*une dérelof^ble (D) eët lintersection d« 
âeOK plans tangents (n) , (Tl') iaimédiatement consécutif <*^, et cette 
droite étant supposée rester la même pour toutes les déreloppabks 
que l'on considère, elles auront toutes les deux, mélnes plans tan- 
gents (n), (n') i et par coneéquent les pcônts p,p' àa contact de ces- 



(*> L'esprit de U médiode des ioEniment petits est de reguder les surface* 
.déreloppables , circotucntes i des surfaces qoelconqnes , comme l'ensemble d'uiM 
infinité de zdnes planes ïnpnjmBu^ étroites; alors les arêtes de la surface dér^ 
loppable sont les intersections , et , si je puis parler ainsi , les sutures de ce* 
cônes ; alors encore la snrface déreloppable est, panr la rorfkcn à double eotir^ 
bnra, ce qu'ut pour tue ^M ootiAe qoekonpie, tm polygone cûconscrit , et 
d'nse infinité de cdtés. 

On voit pMËi^ment qae , d'après cette mani^ de cobcctoIt la sarface dére* 
loppable (D), fig. an, cfaacone des sednes planes qoi sont «nies par l'arête PT » 
. touchant la surface générale en on point (sur la courbe de contact de 1» sup- 
face générale et de la dével<9pable}, deux zones immédiatement consècutÎYes dé- 
tertûnent deux points infiniment voisins p^p' de la conrbe de contact, et par cons^ 
qmit sa tangente pPp't. Donc, pool TOutn 1m tmfy/Si» développalilea pouiblei 
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THÉORIE. SECTION I. 4$ 

I^anfl avec (S), s^ont les mêmes pour toutes les (D). Donc toutes i» i^oibe. 
les courbes de coatact auront en conmuiu les deux points immé- 
di^emeitf coasécuti& py p'i donc elles se toucheront tomes à 
partir de ces points, ou de P : ce que nous Toulious démontrer. 

Si y par exemple , on suppose que toutes les développables (D) 
dDivent être coniques; quelque position que [venne sur PT le 
coitre da c^m, quoique la courbe de contact change de fonne 
chaque lois avec k position du centre du cône, la tangmtepPpt 
à toutes les courbes de contact, ne changera pas pour cela. 

Les droites PT , Vt «it donc eotr'elles une relation nécessaire; 
elles sont teUe» que quand l'une d^elIes est détenamée , l'autre l'est 
pareillemept : la position réc^oque de ces droites d<Mt dépmdro 
de la forme de la sur&ce (S) en P; et comme nous cherchons 
oonatanmaent à connaître cette foraae, oe sera dans une telle re- 
isherche un pas de lait, que d'avdi' déterminé les relations qu'ont 
«itr'elles les arêtes PT des déreloppaUes (D) , et les tangentes Vt à 
leurs lignes de contact sur (S). 

Supposons que PT, P^, fîg. a3, sment deux arêtes consécutivea 
ée la sor&oe déreloppable (D) , et soit FFf- k tangente à la 
courbe de contact; soit ensuite la droite P,P'<» menée par les second» 
points P, et P', que les arêtes PT, PT ont de commun arec la 
BQr&ce^(S) ; cette drmte coupera éridraament PP't % dwic on re^ 
gtfde ces deux &x)ites c(»nme les arêtes d'une nouvelle surËic<j 
dévek^ipable (A), la droite FP;T deviendra la tangente à la couiiw 
de cwtact de (A) sur (S). Donc les deux droites PT, P^ sont réct- 



(D).Ciy),(.I>'), , circoaMritM i h «nr&M (S), et qq] «pC ra «ttumn» 

l'arête PT , les coiqrbes da contact Vf, ?p', P»*. . . . sont tanj^eotet. on P. 

Je suis ei)bi duu cm âétaila (pi'oii troBTera pent-toe snpei^us ; mais c'est afin 
'd'aller an devant de -tonte objection qui pût avoir ni6i»e une apparence de food»> 
ment, et de ppéreiiirj dana farcit dea Étèreai dos dooteg cpi las airtteiit it 
vuitfBeRni Ha oéBcutsdt. 
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44 DÉVELOPPEMENTS DE GÉOMÉTRIE. 

I" MÉMOiaE. proquement arête et tangente des sur&ces déreloppablea (D),(A), et 
de leurs courbes de contact sur fS) : nous les nommerons pour ce 

'•^— eoM» conio- , _ ^ ' * 

gnje». motii taiigentes conjuguées ^ et plus bas, nous présenterons encore 



Leur dclîuitioii. 



d'autres raisons de cette dénomination. 



Uiiiiu! d« leuri La considératîon de ces tan^ntes conjuguées pourra devenir 
"P «> w- ^,^jj très-fréquent usage dan» les opérations de la géométrie des- 
criptive. Ainsi , par exemple , il est Ikcile de voir dans les théo- 
ries de la perspective et des ombres , que la direction du rayon 
visuel ou du rayon lumineux, et celle du contour apparent, ou de 
la ligue séparatioa d'ombre et de lumière , sont , pour chaque point 
de ce contour ou de cette ligne, les directions d'un système de 
tangentes conjuguées. La connaissance des rapports qui lient les 
tangentes de semblables systèmes , conduira dcHoc immédiatemest 
à la détermination d<^ éléments les plus- délicats des ombres et de 
la perspective. C'est ce dont nous oârirons plus tard un exemple 
remarquable , en nous proposant de déterminer sur ta vis rectan- 
gulaire , la ligne de séparation d'ombre et de lumière. Mais la coupe 
des pierres et la catoptrique nous offiiront des applications plus 
remarquables encore. 

Offrons un autre exemple. Lorsqu^uùe batterie rasante est placée 
sur une online , la ligne magistrale ou la direction de la batterie 
est la courbe de contact d'une surface développable , circonscrite 
au terrein de la cdline , et qui va* tracer en avant la li^e de 
démarcatioa des points sounùs an feu de la batterie , et de ceux , 
au contraire , qui s'en trouvent défilés par la seule configuration 
Se la colline. La ligne des feux dirigés sur cette développable , et 
la direction de la batterie , forment précisément un système de 
tangentes conjuguées sur la sur&ce de la colline. Donc, cette ligne 
de feux étant connue , pour enfiler la batterie par d'autres feux, 
il faudra se diriger sur la tangente conjuguée à cette U^e. Je n'oRre 
cet exemple que pour rendre mes idées s^iisible» wax officiera 
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Ëoiiiliamés avec les considérations militaires , parce qu'ose telle i., mémoike. 
méâiode ne convient jamais qu'aux recherches du cabinet , ou 
bien à des tracés âtits à loisir j mais à la guerre , il &ut suivre 
une toute autre marche. Revenons à notre théorie. 

Si à la sur&ce (S), fîg. a4, on substitue Tune (s) de ses oscula-Lennpro^ifuStreb. 



€t {s ) seront les mêmes ; et par conséquent aussi l'arête PT in- <v*^- 
tersection de ces plans : donc la surËtce (s) aura la même arête 
PT que (S) pour toutes lesdéveloppables (d), (cf), ((f*) qui la 
circonscrivent, lorsque la tangente PP'/ sera lamême^ur fes deux 
séries de surfaces (D), Qy) , (D"),. . . . et (rf) , (d), {d") 

Nous pouvons doue, dans la recherche des rapports qui lient D,!dai(c« da •inpia 
entr'elles les positions des tangentes conjuguées , substituer à 1» ^Ûîrf^™^ 
8ur&ce géaérale (S), l'une quelconque cte ses osculatrices. Et <^'^^^' 
comme nous avons &ît voir qu'une infinité de celles-ci pouvaient 
être du second degré , il nous suiËra d'observer quelles relations 
ont entr'elles les tangentes conjuguées sur les surËices du second 
degré , pour connaître ces mêmes relations sur les sur&ces les plus 
générales. 

Afin de rendre nos recherches plus simples, si nous observons^ 
<jue quelle que soit la surface développable (D) ayant PT pour arête , 
Pt n'en est pas moins sa tangente conjuguée , nous supposerons 
i^lindriques toutes les développables dont nous allons circonscrire 
les suriàces du second degré ; et les résultats auxquels nous 
parviendroDS , n'auront rien perdu de leur généralité par cette 
hypothèse. 

Si une droite , constammâit parallèle à sa position primitive , 
«e meut de manière à rester dans chacune de ses positions, tau^ 
^eote à jjfue même stur&cÊ du sec<md degré , cette droite , dans son 
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46 DÉVELOPPEMENTS DE GÉOMÉTRIE. 

{M'MÉMOiRf. moureoneht , engendreni un cylindre circonscrit à la soifiice du ' 
second degré ; leur courbe de contact sora plane , c<Hicentrique à 
cette suE&oe , etc. : enfin, l'axe du cylindre sera pour la snr&ce du 
second degré, le diamètre conjugué au plan de cette courbe. 
Soit donc, fig. a5, u^esurËtce quelconque T^J du second deg:^, 

O son c^tre , ^O» Taxe du c^^indre , et APRE la courbe de contact 
des deux sur&cea. Par un point F quetccoque de cette courbe. , 
menons l'arête PT du cylindre , et la, droite ft tangente au ra^va».. 
point à. la com^ d<^c<»itact, ces deux droites PT, Pt seront cfr, 
que oDua aroo» noouné deux tang^7ite$ coiyuguées; eUe» fermer 
iront un système de tangent^ oojyuguéas. 

Cela posé , » par le centre O de la aur&ce nons menopa fe 
diamètre AOR conjugué à POE, relatÎTcment à la courbe de con- 
tact APBE , ce diamèt;re sera parallèle, à la tangente P^; c'çst la 
première propriété des dian^èb^es conjugués. Mais le diamètre ftÙ», 

étant, relativement à k sorfitce du 8ec<md d^ré ^^\, conjugué à 
la courbe de contact APRE ; AOR , ^Or sont eux-mêmes deux 
diamètres conjugués de la section A/uBv parallèle au plan (II) 
tangent à la fois en F au cylindre et à la sur&ce du second 
degré, 

AMipe a* h Mmi K maintenant nous transportons la coorbe A/tRv vas le [dan (tl) 

bon dc« fnrbcca . , ... « ,-, , 

quciconqnci ium- ct parsllëen^ent a sa pontion pnnutive , de nmoier^ que le centre 
£îi.«T'^ O se place au point P, le» deux diamitrçB conjugués M>»> AOl 
J^St'o^- ^'^^ respectivement par^èles aux deux tangente» conjuguées > 
giuji MDt la un- s'appliqueront sur ettes ; et ces tangentes d^viendroat les diamètc»» 
S> « mrfic» conjugués d'une courbe A>'B>' é||ale « htSt, «t simUalilsBMgt 
placée dans Pespatie, 

Si l'arite FT avait prœ «DT 1« plan tangent (d) npe autre diceetion 
PT', aa tartgentg conjuguée Vtf aurait pria également nne autre.poair 
tiOD ) OMa n'aurait paa cessé de fbaner arec elle un s;a<éin« ^ 
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âiamètres CM/'ugués delà courbe AyB'f'. Donc, loi^qm l*arile ' 
PT devient l'un des aies de la courbe A'/«'B'f'^ Vt devient l'autre 
site j et les taugentes conjuguées sont alors les deux tangentes 
ides lignes de plus Ir^A^ et de moindrte courbure de la surfiice : 
^(XOD ausai les rayons de comtnâ'e éés 'êsaii ^ctîbas nonnalek 
dirigées suÎTant les tangentes conjuguées orthogonales , sent les 
rayons de plus grande et de moindre courbure de la sur&ce. 

Nous avons représenté dans les figures 26 et 97, le système 
de ces tangentes conjuguées : aFf , fiPf sont les axes de la courbe 
du second degré j ce sont les tangentes aux deux lignes de cour- 
bure qui se croisent en P à angle droit; c'F£', fi/Pp' et a"Pff', 
fjH'Pi^ sont deux autres systèmes de diamètres conjugués qui cor- 
tespondent à deux systèmes de tangentes conjuguées. 

Biais tous ces résultats, ainsi (fue nous Fav^is furouTé d'avance» 
sont également applicables aux sur&ces les plus grâéntles. On voit 
donc, cDËsif fja'en chaque point "P d'une surface , quelle qu'elle 
êbitj la forme de cette surfetce sera toujours telle , qu'on pourra 
trower une a>urbe du second degré , qui placée sur le plan 
tangent en P, ait ce point P pour centre, et présente dans 
chùctûi de tes syatèmef de diamètres coîipigués , un système 
de tangents conjugaées de la sur/ace générale. 

^lors le système des diamètres conjugués rectangulaires, c'est- 
é-^êre > celui des axes , sera le système de deux tangentes conju^ 
guées respedèi^eTnent iaHgentës en P aux lignes de plus grande 
et de moindre eouriure , «te. 

Toilà princ^ement les raisons qui nous ont fiiit donner aux 
«rétes PT des dév^ppaUea (D), et aux tangentes Ptàla couri>e 
de contact de ces développables sur la surËtce génârale, la dénO' 
mination de tangentes conjuguées , que d'ailleurs la réc^rocité de 
ces lignes eût suffi seule pour motiver. 

Nous saroQS que OM, fig. sS, étant la distance du plan tangent 
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48 DÉVELOPPEMENTS DE eÉOMÉTRIE. 

I" MÉMOIRE, gy centre de la sur&ce du second degré (^) oscolatrice dé la snp- 

'&ce générale (S) , le rayon de courbure de la section normale de 

(S) , Ëûte suivant la direction ^elconqne P^', est égal à ^gri 

la courbe A'fit'B't' étant égale à la section faite parallèlement à 

son plan, et par le centre O dans la surfece (^\ Mais V/j/ et 

Ffi' étant deux demi-diamètres conjugués d'une courbe du second 
degré , la somme de leurs quarrés Vf4.'* + PB'' est constante quel 
que soit le systêmç des diamètres conjugues. 

Nous pouvons donc conclure généralement, et pour chacun de? 
points d'une sur&ce quelle qu'elle soit , que la somme des rayons 
de courbure des sections normales à la surface en ce point , 
prises deux à deuXj et dirigées suivant deux tangentes conju- 
guées, est constante , et égale à la somme même des deux rayons 
de courbure de la surface au point que l'on considère. 

Dei'iiuficunM. Suivant que la courbe A.'ft!h'*'M sera d'une forme dififêrente, la 
sur&ce (S) elle-même variera dans la forme de sa courbure au 
point P; et l'on épiiisera toutes les formes de courbure» passibles, 
en supposapt successivement à la couibc du second degré Aji^rA 
toutes les formes dont elle est susceptible. Ainsi , la seule discos* 
sion des courbes du second degré nous indiquera tout ce que peut 
présenter l'examen de la courbure des ?ut&çe3 quelconques : voilà 
pourquoi , en considérant cette courbe relativement à la courburo 
de la surface (S), nous l'appellerons indicatrice. 

Elle f^t compila Appliquons donc , d'ime manière générale , cette discussion des 
fo^e d« u eonr- cowbes du secoud degré, à l'examen des formes que présente 
b«r.d<.™Tfc«.. ^ courbure des surfeces. 

Si wjvuw. Toute courbe du second degré , fig. a5 et a6 , ayant un centre p, 
«st syqiétrique par rapport à ses deux axes «PC; /aPc De mi^nièrQ 
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ipie se» quatre parties comprises dans les 4oo* (fui remplissent l'es- i» héhoue- 
pace autour de ce point, sur le plan (IT) de cette courbe , sont deux 
à deux symétriques et deux à deux superposables. 

Donc aussi la courbure des surfeces , à partir d'un seul et même SymAne s» i« ««- 
point P, est toujours symétrique par rapport aux deux directions 
de plus grande et de moindre courbure ; et les quatre éléments de 
la 8ur&ce compris entre ces deux directions ,' sont deux à deux 
sjmétriques jst deux à deux sqpe^posables , de manière que les 
parties superposées ont entr'elles un contact du second ordre. 

Car à chaquedemi-diamètreJ'compri8dansunqaartdupIan(n), 
correspondent trois autres denÙKliamètres <f ', A, A', symétriquement 
placés avec lui par rapport aux axes, et tels que ^=/'= A=A'. 
Donc les rayons des sections normales Eûtes suivant la direction 
de ces demi - diamètres , seront proportionnels aux quantité 
*r»s= /''ss A» = A'' : ils seront donc égaux , et les quatre parts 
de la surfoce , superposées, seront mutuellement osculatrices. 
. Considérons maintenant les propriétés des courbes du second 
degré, qui sont particulières à chaque espèce de ce genre. 

. En général , une courbe du second degré , dont le centre. P nous u» n>riic» pi^M. 
6st donné , ne peut être qu'une ellipse on ime hypertwle. Elle peut ^ di,"ocu° X 
cependant être une parabole : alors elle se présente sons la forme de '^'''*'''^' 
deux lignes droites parallèles équzdistantes de leur centre. (Nous „ '•'*^*<""; 

'^ ^ ^ \ Formai k indiotncc* 

examinerons en particulier ce cas remarquable. ) «ffipdqua.prtiwa- 

Sl la courbe indicatrice o-ijiCv , fig. 36 , est une ellipse , tons les dia- codrimm du» u 
mètres sont réels, tous leurs quarrés de même. signe, et tous les 
niyons de courbure des sections normales delà sur&oe (S), dirigés 
par conséquent dans le même sens : enfin , la somme des rayons 
-des sections dir^ées suivant deux tangentes conjuguées; est cons- 
tante et égale à la sonune des rayons de courbure de la surfoce 
Oême au point F. 

7 
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itiMÉBComE, Maû lorsque la courbe îadicatrice. est une hyperbole, fîg. 37^' 

Second genn. psFti^ «U^ s^3 di»vèt(eij». Siost iiéels et tous leurs conjugués miagi~< 

^T'^Ad-^i'^rf'-^^"'®*' P*"*"^'^ ^^8 rayoB^ dsa seetioHS nomiak», posidË ; partie' 

icnuot «oiuwiii-jj^ggi^j^. im'ca'«Qn:de CQurbure de. la aur&ce, est d'un- côté àa, 

meai.cDieiMcoa' o ' J . , , 

tnOco.icancouc- jdjut toDgeut , 1<B sceostd royon ost de l'autre cote : detix rajons' 

buna toDiagadtM. , , ,, ■»«!■ » 

de secboos noirnuue% coBjUgoées., sont toujour» de cotés expose» 
par rapport au plan, tangeitf : eafia , c'est leur diSérence a«i lieu de 
leur somme qui devient constaote , et égale à la ^fifôrence , au lieu 
de la somme 4âS deux rayons de eousbiiDe. 

ï.e» surËkces smtt donc susceptibles de présenter deux genres 
de courbnre bien dîutipçla : daoa loi premier , los deux cousbBres- 
sont dans le mèca« sensi; «Uta sont ea> setns c«iiferaire dans le 
seceod- Vom p^-tie d«iS'.i!ay(Hia 4e& soctions nevmaice est dans-ua^ 
sens t et le% rayon», de leuca coniugaées passrat à la fois on. du 
même c^té du. plan tafigeat,. «u de: L'aolr» câtéi, dans- 1» premier 
ou dai)3>Ie siseoBâ g^o^ d«: OMirbore : de sorte que. wùrant l'un 
ou. Taulre cas , c'est oui 1% semme ou la difiërenoe des ray^os dC» 
sections conjuguées qui d^^àesi. coostante^ et égate à la somme ou 
à la difiTérence des rayons de courbure au même point. Les sur- 
&ceftdq premier (eiwe:3piii).oaciiJBea par dBS-ettpsotdes, et par dbs- 
bj^rboUtïdes. à dmit oâppcs ou: eliifrtique», les surfece» 4» second 
gfiore U 9ontpw de» byperbeUMdesbyperlieliqueB ou àuaenappe. 

JBiemarqucms , en passant, que Và^catriee est tellement propre à 
indiquer i à caractércsev ta fonnede la coui{)ure dés sur&ces, que, 
840ft eonaoître' cqtt» eoarb«, Ibs dénomination» les plus heur'euse» 
ffibn ait trouvées , sHdentfflent arec cel^ que la considération de 
cette courbe iMUfr a eondnit à- choinr: En effet, Pdlipsoïde et llly- 
■piarb9i\mie eUipiiqu& jouissait Fur et' l'antre de lïi propriété d'avoir 
dauBjloB» leurs poibt< lèee indicatrice eitiptique; tandis que le 
pafafaKdDÛâe «t t%jFp«FboleïHe kj^perèoiiqn^, ont d^ms tous leurs 
points leur indicatrice hyperbolique. 
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Arrétons-neQft vm m(»aent sur ce «leniier genre. Lers^e Via- itr niÈno&B. 
dicatrice eat une hyperlxrfe , 4e» éens. asymptotes de ccttfc hyper- "*'..?^P'r" *"• 
hçie sont pour la sur&ce deux lignes infimaxent remarquables. 
' Et d'abord, chacune d'elles représentam Aeule un système de êeax 
Affinèb«8 JcoBjugQiBs, «FmspoTtée 'sur Ia mffecfe^ elle reprësetAtita 
sede un système de dent tangentes conjuguées. 



Par oottséqnetft, dès qu'aœ imrikce dëv<^|^pable (p) «era cir- 
conscrite à la .sni4ce ^nérale (S), et qu'âne de ses' arêtes bera 
i&rigée suiTatcit ane asymptote de iUndicîArice , la conrfee Aè ctm- 
tact de cette déTelofipaSïle «t de la surface féoérale , «etth taâgeïile 
à cette même asympterte eu poktt qui tei 'ceir^potnd sat la &ur£ioe 
. générale. 

Ainsîla ^ne séparation d'offlbtctt de lottnère Se CMiFoliÔ acireb !e Application. 
rayon kuxuneux, partout tm les deuïcburburesdn corps ^dairé, se atftoiibm. 
trourant en sens contraire , ce r&ybti -est dMgé mvatnt ube asymp- 
tote des indicatrices du corps éclairé. 

Et le cMitour apparent d'un corps nus en pferspectfro sur une AUpenpocote. 
-surface qtUilconqQe , se confond pjffeiBemettt avec le rayon rîsnel , 
^aud ce rayon est dir^ suiT^tA une asymptote des indic9ttricea 
dn corps représenté. 

Les strrËtccs liypeilioliques du seCbbd deg^é , c'eSt-à-âire ^ célleâ An ■< 
dont les deux courbures sont dirigées en sens contraires , offrent 
là cet égard des paiticolarîtés i-etn&rquablëd. liC plan tangent cou- 
'pau^ nécessaireuient les «urÊtces dotit les deux Courbures prin- 
cipales sont opposées , le plan tangent aux sur&ces hyperboliques 
du second de^é les coupera suivant une ligne du second degré , 
À laquelle seront tangentes les deux asymptotes de Ilndicatrîce. 
Or , une figne du second degré ne peut avoir deux tangentes en 
un seul point, sans se confondre arec cet deux tangentes : d'où 
résulte cette h€ltt propriété àek sur&CiE^ tiypèrbolf ques du second 



craddc^ï^. 



izedb, Google 



fia DÉrELOPPEMENTS Iffi GÉOMÉTRIE. 

i« uÉHOiRE. degré : par chaque point de ces surfaces , passent toujours deux 
droites tout entières placées sur elles. 

Mais les deux asymptotes sont symétric[uement placées par rap- 
port aux deux axes; donc, dans ks snr&cee hyperboliques du 
second degré , les droites d'une génération Jbnt avec les lignes 
de courbure , un angle égal à celui que les droites de l'autre 
génération font avec les mêmes lignes, dans l'aire du plan tan- 
gent supplémentaire à celle occupée par les premières droites. 

Enfin, si l'on plaçait un point lumineux sur une de ces sur- 
Êices, les deux rayt^os dir^és suivant les deux droites généra- 
trices qui se croisent en ce point , seraient partout tangents à 
la ligne séparation d'ombre et de lumière : elles seraient donc , 
cette ligne elle-même; et la sur&ce serait ainsi divisée, par ^es, 
en quatre parties alternativement éclairées et dans l'ombre.. 
HetoiaaiacMgâié' RevenoDS aux sur&ces générales. Chaque asymptote deTiodi- 
"'' catrice, avons-nous dit, représente seule un système de tangentes 

conjuguées; chaque asymptote est infinie : tous les rayons oscu- 
lateurs des sections obliques et normales dirigées suivant Les asymp- 
totes,, sont donc eux-mêmes infinis. Donc les asymptotes de l'inr 
dicatrice ne sont pas simplement tangentes à la surface , elles 
Tosculent ; et toute section oblique ou normale £iite dans la sur- 
face par une de ces asymptotes , est osculée par la même asymp- 
tote : cela est évident. 

Cette direction où la eonrbiu% est nulle et les rayons infinis, 
est précisément la limite des courbures positives et des courbure» 
négatives. 

Dn Omx Mriiaw» ^^^^ complettcT ce que nous aT<»i8 dit sur les sur&ces dont les 

*** deux .courbures sont dirigées soit dans le même sens, soit en sene 

pppoftçs, il nous faudrait .encore' exaxni^çT un cas extrêmement 

remarquï^Ie ; c'est celui .où tes deux coiffburee deyienacnt égales. 
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Hais colâame nous auroira à le discuter arec détail daos les n*, i*'MÉMOnut 
ni' et IV' Mémoires de cette partie théorique , nous croyons ne 
pas devoir préseutir encore les propriétés de la courlHire des 
nu&ces qui appartiennent à ce cas , afin de n'avoir pas trop soor 
vent à nous répéter, dans le cours de ces Déreloppements- 

Contentons-nous de dire actuellement qu'on reconnaît les points AhnnadkuriesM 
OU Tegalite des deux courbures a lleu^ dails la première espèce de krp«rMeéquU»- 
sur&ces, parce qu'alors Tuidicatrice devient un cercle; et dans la 
seconde espèce, parce qu'alors elle devient une hyperbole équila- 
tére. Far cette dernière hypothèse , la surfiice n'est plus simp^- 
ment partagée en quatre parts symétriques et superpo&ables deus 
à deux , mais eu huit parties symétriques , superposables quatre à 
quatre : les 4oo* de l'espace compris sur le plan tangent autour 
du point de contact, sont divisés en huit parties de 5o% similiformes, 
par les deux asymptotes de l'indicatrice. 

Maintenant, il nous reste encore à considérer une espèce de sur- 
Ëices qui forme , pour ainsi dire, le passage entre les deux genres 
que nous venons d'examiner. La courbe indicatrice , au lieu d'être 
une ellipse ou une hyperix)Ie^ peut être une parabole. 

Or, pour qu'une surfece du second degré soit telle qiji'iuie se(SË^*»!ni«iH^t.i«, 
tion B^A, fig. 38 , paraUèle au plan (H) tangent en P, soit une S^^^"''' 
parabole, il feut que cette surfece soit un cône ou nu cylindre'*'j 
tout autre paraboloîde ne pourrait satisfâire à cette condition. 
L'arête PTt de ce cône ou de ce cylindre est parallèle à l'axe où 
au diamètre jcer des sections paraboliques parâHèles à (n) : donc 
la surface générale (S ) dont l'indicatrice est tme parabole , est 



W Le système de d«ux droites parallèles est une parritole ; et le cylûidn 
-liû-'méiBe est va diae, Ainsi , xtota amirau pu nous àiapeuer d'en ùàra mmtioii* ' 
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t°'.Nli9i0ue. t)3CBye pn^m câae«a un CTiiodre. Alorsies deux tangentes oon^tt- 
guées PT-, ^«e jsamssent en une seideitroéte PT^ parallèle à Vaxe 
de la^ao-abole : c'est Piffête même du cane. Cette tangeote «lùfBe 
«Mide la sqr&oe géaérale (S), au iieu de la bndm- sinqdnBMnt; 
par coaséquent^ fa sarfiioe :génëra)e est dér6l<^pad;^ «cukotir de 
cette tangente , à partir du point de contact. 
* Ainsi les surfaces développables sont ie degré intermédiaire qu'il 

Eiut iî*andiir poto* passer <de3 surfaces dont tes dclix coutlinres 
sont dans ie même sens , aux surËtces dont les couAtures sont ea 
sens contraires; et, danS ce point de passage, l'une des com^orea 
devient nulle : c'est ce qin a lien parce qu'on doit passer du 'posi- 
tif au négatif 

Quelque compliquée, que soit en apparence la discussion générale 
de la courbure des surfaces, on peut donc toujours la ramen»r,au 
eciil examen des courbes du second degré , dont les dirers éléments 
nous sont connus dans tous leurs rapports. 
ConnnicdoDdotan- SupposoQS qu'ou projette obliquement la courbe indicatrice, de 
P^Td i^nïSn. "tanière » ce que sa projection soit un cercle ; et cela est toujours 
'*^""'' possible lorsque cette indicatrice est elliptique. Les diamètres con- 

jugués se projetteront à angle droîl, pui3qu''ils deviendront conju- 
gués à.im cerole. De là nous conclurons cet^e proposition génépale: 
« Sur une sur&ce quelconque (S) , fig. a5 , et pour chacun d^ ses 
yt |>oints F où Les deux courbures sont dans le même suis , on peut 
» toujours trouvex dans le plan normal de moindre courbure de 
y> la surface, deux droites PV, PV, symétriquement placées par 
» rappiurt à la nopaale en ce point, et telles qu'en rcigardant ou Tuno, 
a> ou l'autre conune Tint^sectiou constante de deux plans ortho- 
}> gonaus mobiles , ces deux plans, dans chacune de leurs positions 
X simultanées , couperont le plan tangenl en F , suivant deux tan- 
» £Vates QQiyuguées de la wrÊtce «a ce ptâid. » Telle est la rehition 
que noua cherchÙN» à rendre sensible par aue d«scnptiQB ^éor 
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métn^iie. C«tte ^opriété. e^t^ieBoaFqnable pac Ifiùage doob ctie i^ mémoire. ' 
peut être dans la catoptrique. Mais doDS Tappilii^Wk tgke nous 
ferons à cette science , des principes de la courbure des surfaces , 
ddÙs la pr^seata'aiià aoas UD nouveau joHF ; et B0Q8'déVek>pperoBs 
âarantagB fai tfaéerie ^s- tai^itiiles coi^uguées , qu'oa verra èervir . ■ . . ■ 
de ftmdenNDi.à presse toutes ks. appIie^<Hi& qut seront Ft^jet 
de la wconda Partie de ces~ MéjBfMres., 

la fismadM 8tirËie«s^à pwtàr- d» lenrsdivers points, ne peul!An>|i»iioiid«i)ro- 
'èÈa6 doDDM que par la conamewinref des ilignes courbes q/m , tracées te* conjognén i la 
sur elles , Tionnsnt. s«. croiser ami points.que Fou: coasidire. Ainsi , 
nDii8a?rciaas>pcouTéaiiiOQnuiieiieamentdBcetaiaTall^que trois aourbea 
étfôent aéeessairea y «t aD&nieat à. b déteisiisatioiL eompliette de > 
1» couikure.d'uBosiir&OQ qia l£Si«3(HiliBnt,aui poiat^qpilteun esB' 
c—rmw.. rtous somaieS'ai état mamtenant d'eflfectucv ioettedé'i 
tenmnaliaK, et ^est ce qao BOUS allons mm- proposer àQ&àee. 

Soiejit.Fi, Fa,. PS, fig. a^, trois: couri!>es tracées sur uoe^urfece 
quelconque: (S), .et FO, FO, £Q leurs. sajous. de courbure en P.. 

Onne^deralceaFajQfis. comme pu^ieDw par tmbpaniùs Pan^ayB» 

de Fn , normale à ^ surface ; celTes-cî seront les rayons de cour- 
bure des trois sections normales de (S) , tangentes en P aux courbes 
données Çi ,>Pa , P5. On prendra sur les tangentes PA, PB, PC dé 
ces courbes, les points A, B, C> tels qne PÀ», PB% PC* soi^,nt 
proportionnelles au? rayons Ptw, Fai, Va. Xa courbe du second 

de^ ayant P pour Qen&«, etpassaôt pw lesi poiits' A;, B, C , 9ènM 
précisémeDtpour le. point F l'indicalrice de la-8ui^e(d). Lesajtes- 
de cette courbe seront les tangentes aux lignesi de- e&mhme; ea 
qui en fera connaître la direction ; les rayons de ces lignes, comme 
ceox de toutes les sections normides , seront iêtenithiés au moyen 
des diamétx-es de la courbe A, B,.C, et de ses axés : dcb-tora ,'onr 
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i*r BiÉMOiBE. sera donc en état de connaître aussi la courbure de telle section 
oblique qu'on voudra. 

CumpiconniNTiM Les formes des vaisseaux nous sont données dans leur devis 

fonntidc la carine r i, -, i 

àttnmwax. OU leur trace, d abord par un premier système de courbes verti- 
cales appelées couples; ensuite par un second système de courbes - 
obliques et longitudinales appelées lisses; enfin , par un dernier 
système de lignes horizontales appelées lignes d'eau. La forme 
de la sur&ce des vaisseaux en chaque point , est donc indiquée 
par trois lignes courbes qui: s'y croisent ; et comme ce notabte * 
est celui nécessaire à la détermmation de la court)iu'e des sur- 
faces « nous pourrons toujours immédiatement, avec ces seules 
données, déterminer snr la sui^oe des vaisseaux , et pour que^ 
que point que ce soit, la direction des lignes de courbure et sella 
Ùè$. t^i^eotes conjuguées ; la grandeur des rayons de courbure ds 
la s.4F&ce et «elle de toutes Isa sections possibles , obliqua ou nor- 
males. II. semble que ces dÎYerses déterminations peuvent, dans 
plusieurs circunstaiices , . deyeair d'un assez grand intérêt. 

r Lorsque nous a^ns considéré les surfeces développables nor- 
males aux sur&ces , générales , nous avons vu qu'elles avaient , 
ftvéc les lignes de courbure , des relations nécessaires très-remar-. 
quables. Maintenant que nous avons considéré de plus les surËiçes 
développables circonscrites ou tangentes au^ sur&ces quelconques, 
il est naturel de riechercher si ceUes-çi né présentent pas également 
cjuëlques propriétés particuUères , lorsqu'on les suppose appar- 
tenir ftux lignes d« courbure de la sur&ce génô'âle (S),<^e8t'*' 
à-dlro , la toucher suivant ces. lignes de courbure : c'est aussi ce 
qup n(>u9 ftU(^ &ire, 

Pm tartumèMof. , Lorsqu'cQ chaque point F de la sur&ce (S) , les d^ux tangentes 
nï^i^'^ çpnjugu^e? tpn sy croisent k angle 4rQit, sont tapgçn(ç9 ai^ Aeut 
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iigQM de coorbnfe de la sorfiice en ce point, il s'enauit (Jue û on i** ltfKOiK& 
r^arde une ligne quelconque de courbure comme la courbe de 
contact d'une soTËice déreloppable (D), dnxHtâcrite à la sur&ce 
.fénëralB (S); toutes les arêtes de (D) seront normales à la ligne de 
ooQiiiure » lieu des contacts , et tangentes aux lignes de la seconde 
compare ed chacun des points de la ligne de première cooriHuv. 
Et réciproquement : dés qu'une snr&ce déreloppable circonscrite à 
pue surfitce quelconque £rora ses arêtes nonnales à la courbe de 
"contact; cette courbe sera Tune des lignes de courbure de la snrËice 
générale, et les arêtes de la déreloppable seront tangentes à 
toutes les lignes de la courbure dont n'est pas la ligne lieu des 
contacts. 

n suit encore de là que l'arête de rebronssement de la dére- 
loppable (D), sera la développée de la ligne de courbure commune 
à (D) et à la surfitce générale; et la portion de Taréte rectiligne com- 
prise par le point F et l'arête de rebroussement, sera au point P 
on des rayons de la ligne même de courbure. 

Ce rayon et le rayon de courbure de la sur&ce générale ap- 
pf^jtenant à la même ligne , suffiront à l'entière détenniKition de 
la courbure de cette ligne. Si l'on joint par une droite les centres 
extrémités de ces deux rayons , elle sera pour le point F le lieu de 
tous les centres de la li^e de courbure que l'on considère. En menant 
le rayon normal à cette droite , il sera le plus petit de tous , et 
le plan mené par lui et par le point F tangcntiellanent à la ligne 
de courbure , sera au même point le plan osculateur de cette 
courbe. 

On ne considère ordinairement que les deux rayons de courbure 
placés sur la normale des surfaces , et on leur a donné exclusive- 
ment le nom de rayons de la surface. Les deux autres rayons qui 
sur le plan tangent appartiennent spécialement aux Ugues de cour- 
bure j sont cependant intéressants à connaître relatirement à la 



izedby Google 



58 DÉVELOPPEMENTS DE GÉOMÉTRIE. 

I" MÉMOIRE- forme de la sur&ce; et leur considératioa, qui d'ailleurs peut être 
utile, jette beaucoup de jour sur la théorie de la courbure des sur- 
fôces. Mais nous ne dous étendrons pas actueU«ment sur cet oh]et; 
parce que nous y reviendrons ensuite (dans la seconde Section, 
Théorie ) , lorsque nous chercherons à déterminer sur les surËtces, 
leurs lignes de courbura tout entières et les surËicesdéTeloppahles 
qui en dépendent : seul travail qui nous reste à faire après avoir 
déterminé, pour chaque point, tous les éléments de la courbure des 
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NOTES PRINCIPALES 

DU PREMIER MÉMOIRE. 

( Pour ne pas trop charçer le texte de cet Ouvrage , nous avons- 
cru devoir rejeter à la fia de chaque Mémoire , les notes les plus 
étendues, et qui peuvent Ëiire l'objet d'une étude spéciale.) 



NOTE PREMIÈRE. 

De la continuité des surfaces. Forme générale qu'elles qffectent, 
à partir de chacun de leurs points. 

XjORSQDE noiu considéroiu les smfaces par lesquelles noiu voyons déterminées 
les foimea des coips, an nmple aspect, noos acquérom une idée trè«-nette de 
leur nature en général. Mais si nous votiloiu la définir rigoureiuement, nous tron- 
TOns qu'ail en est ici comme du com^kncement de toutes les théories ; ce qu'il y a 
de plus difficile à exposer, c'est toujours les premiers principes. Ainsi dans les sur- 
£ues <liTerses que nous connaissons, nous voyons qu'à partir de chaque point P, 
fig. 3o, nous pouvons cheminer sur elles suivant une infinité de directions PAj PB, 
PC, etc.... Mais nous ne pouvons pas à ^irion supposer que ces directions, à partit 
du point quelconque P, soient plntdt comme des rayons partis d'nii centre sur mi 
plan , que des arêtes parties do sommet d'un cône on de plusieurs cônes concet>- 
tti^Ks , etc. Aussi avon>4ions fait voir <p.» le premier de ces cas ne peut avoir 
lien , et par conséquent la anr&ce avoir en P de pl^ tangent unique ; si ce n'est 
en admettant qu'à partir dn poîut P, aucune section plane de la sur&ce ne puisse 
avoir pins d'une tangente. Voyons donc si cette bypotbète est généralement fondée. 

Supposons d'abord qu'elle ne le soit pas , et qu'ayant tracé la conrbe plane qnel-- 
conqoe^ fig-3i, PP'P^... .P*, à cliaque point de cette courba poisse coiraspcmdra 
■ar le même plan nne «ttre pourbe P/i, P'p', P*f>*, .... La spr&ce |^S) s'élendant 
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déjà dau les denz dimensions PP^ et PT; si , sur le plan de la pret&iire eonrbe , non* 
menooa la transversale quelconque pp'pfp*,. . . ., P* qni vienne se termina' en on 
point P* de cette courbe , chacun des points de la transTersale appartiendrait k l'one 
des couri>e> Pp, P'p', P*p*, .... : enfin nous pomrions répéter lea mêmes constru&- 
tiona pour les antres courbes planes QQ'Q*,. . ., Q^ BR'R',. . .,R', TTr,. . ..T. 
Donc alors la grandeur graphique que nons avosa a^felée naface , présenterut dant 
trou dimensions une étendue connue, et serait un vrv solide au Uend'ttre on* 
surface. 

Ainsi tessenee des surfaces est de ne pouvoir, étant coupées par an plan quel- 
cojupte VpP^, tfffrir qu'une courbe PP'P*,. . . ., àpartir de chaque point. Quelques 
points isoUs pourront en {{ffrir un plus ffVuidnoTohref mais ces points saront-tot^ 
jours séparés par une ii^nité dautres qui n'en présenteront qu'une .* ceux-ci sont les 
pointa où nous considérons lafôrme^n^roZedea surfaces, les autres sont des points 
sirtguliers; et, plus tard, aons examineront aussi la forma qu'y affectent les aur&cef. 

NOTE II. 

Construction des surfaces du second degré , oseulatrices des 
surfaces quelconques. 

Nons allons d'abord j^oorer <fa pour un point qaelconqne C, fig. 3, coama 
centre , pris sur la normale PT de la surface générale (S) , it est totijotus possible 
de concevoir une courbe du second degré P/iEoscnlatrice en P à une section uop- 
male de (S). Nous ferons voir ensuite qu'il est toajonrs possible de construire uns 
eur£ice du second degré passant par troia courbes du même ordre VftE., P/t'E, 
Vlt'J. , dont la normale PE soit nn diamètre , et par conséquent un axe commun. 

La «luÂnie de la section Pm de (S) est nécessairement comprise entre zéro et 
l'infini. D'un autre côté , il n'est aucune des courbuMs comprises entre ces limitea 
qu'on ne puisse attribuer en son sommet Pàwie courbe da second degré, fig. S. V, 
dont l'axe PE seulement est déterminé. Il est visible , en effet, que la courbure de la 
ligne du second degré est zéro ou l'infini , lorsque l'autre axe ACA devient infini 
on nul', et que cet axe prenant ensuite toulBs les valeurs intermédiaires imaginables 
entre ces deux extrêmes , la courbure de PAE en P prendra aussi toutes les valeurs 
possibles. 

' Donc prèmièremeMon peut toujours concevoir trois ligues du second degré P^E, 
Pf/E, P^*£,Gg. 3-, ^«nt pour ccnbe ecmmnn le p<^ quelconque C pria sur la 
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• PT da (S) «t chacmw de ee» courbes oacnlant rapcctÏTanent nne des sec- 
Ikms nomulea Pm, Pm^, Pm', do cette aniiace. 

FaisDBs maintenant puser nos surface da second degré par cea trou ligua P/iE, 
Pys, I^*E. Pour cela, si nom meooiu d'abord, par leur centre commun, va plan 
perpendîcDlaire k l'axe P£, ce plan contiendra évidemment le second axe de ch»- 
cDoo de ces lignes. Connaissant les trois combes , nons connaîtrons les sommeti 
qu'elles ont anr ce plan coupant. Soient donc ^ , /§,', /«', Gg. 3a , un des sommets 
de cbacnne de ces couri>es. Si par ces trois points nom ponyons faire passer nne 
conriM dn second degré dont C sok le centre , et si nous regardons successivement 
ch^pnn des diamètres de cette combe comme l'axe d'une ligne da second degré 
passant par le point P de (S) , fig. 3 et 4- Nous formerons un système de lignée 

qui couvrira tonte une surface ( J nécessairement du second degré , et qui coat^ 

nant les trois coubes P^, ?/**£, P/t'E sera oscnUtrice en P de la surface (S). 

Par m' milien de fi'/i' menons le diamètre Cm' , puis nifi parallèle à /•'m'/t'î 
ensuite, par m et m', soient mo , m'o' perpendiculaires à Cmm'; prenons sur ellea 
mn = mft etm'i/^m'ft; menons la droite nn' jusqu'en T sur Cmm', et soit It 
parallèle à ma ou m'a' et telle que ml=m'T, etCt=CT: eoEn tirons la droite tT; 
o, o' étant snr elles le prolongement de mn et m'n', Co=Co' ; enfin soit pria sur Cl, 
Ca=CÔ, ce point a est précisément l'extrànîté du demi-diamètre Cmm'- Si 
d'ailleurs on porte CoonCaen ly, qu'on mène y/, h, •£ respectivement parallèles 
i CT et *{ ; iC sera égal au demi-dianiètre Cb conjngaé à Ca on parallèle à nift 
et m'ft. 

Pour se rendre raison de cette construction, il faut observer qut; comme Co=Co', 
C est le centre d'un cercle passant par o et o', et comme oo'T, nn'l* conconrent en 
T sut le diamètre CT, ce cercle et la courbe dn second degré ajrant C pour centre) 
et CT pour ligne des x , ont tnr elle mêmes soutangentes pour les mêmes abscisses. 
Ainsi l'axe des x est le même pour les deux courbes ; or pour le cercla, il égale deux 
fois le rayon Co on Co' = Ca. Ensuite le rapport des ordonnées mn , mo est celui 
du second axe de la courbe au rayon du cercle. Or ty ; *C ;; mo l mn. Enfin en 
inclinant les ordonnées mn , m'n' sur m/t, m'/t, le diamètre conjugné à Ca ne 
cliange que de direction et l'on a toujours Cb=sK. 

Cette solution suppose que la courbe ftft'ft' est une ellipse. Si elle devait être 
une hyperbole , on rapporterait l'hyperbole passant par ft , /»', i* k nne antre hy- 
perbole ayant mêmes soutangnites pour les m^mes absciases, et qui fût immédia- 
tement constructible. .«• - . 
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NOTE ni. 

De la sphère comparée aux sur/aces dont les deux courbures 
prÏTicipaîes sont dirigées en sejis opposés. 

La sphère ayant ses deux courbures dans le même sens , et tous ses points d'un 
même côté par rapport à chaque plan tangent, il est clair qu'en faisant varier la 
positioD de ses points parallèlement à l'un de ces plans, on ne pourra produira 
aucune des surfaces à courbures opposées, c'est-à-^re, qui ont une partie de leurs 
points au-^iessus et l'autre partie au-dessous du plan tangent. C'est ce qui senJile 
contraire à ce que nous avons aflirmé, pages 37 et s 8. On va voir, néanmoins, 
que la ffpbère peut encore dans ce cas nous conduire à la connaissance de ce genre 
de courbures , et par conséquent que nous n'avons rien avancé de trop. 

Considérons donc au point P la surface (S), Eg. 33, dont les deux courbures 
soient en sens opposés. Si nous concevons la sphère (X) osculée en P par la 
courbe PM , tracée sur la surface (S), nous pourrons faire varier généralement la 
forme de (S) et de (S), d'après les théorèmes que nous avons exposés , sans .que la 
courbe PM cesse d'osculer la sphère ( £ ). Ainsi PM étant supposé d'abord une 
section normale de (S) en P, les sections obliques qu'on obtiendra sur les «uifaces 
dérivées de (S) , ne cesseront pas d'osculer la sphère (£) , comme si (S) avait ses 
deux courbures dans le même sens. Donc premièrement les sections obliques ont 
avec les sections normales les mêmes relations sur les surfaces dont les courbures 
sont dirigées dans le méiue feus ou en sens opposé. 

Si , par exemple , nous supposons .que la surface à courbures opposées soit ua 

hjpeiboloïâe du second degré à une nappe (^\ %■ 33 , tous les plans coupant! 

menés par le point P tangentielkment à la section normale PM traceront det 
petits cercles sur la surface de la sphère, et des hyperboles sur la surface du se» 
cond de^ ; à mesure que le plan coupant s'approchera du plan tangent les axet 
de la section hyperbolique diminueront , et l'hyperbole approchera de se confondre 
avec les deux droites génératrices de la surface qui passeront en P; mais les petit) 
cercles de la sphère ne cesseront pas d'osculer l'hyperbole qui se trouve datyi ]« 
plan de chacun d'eux. Observons en passant que le point même de contact est 
le cercle' bsculateur du sommet de l'hyperbole qiii se réduit Â deux lignes droites, 
c'est-àrdire, aux deux génératrices : la raison en est évidente. 
Cherchons mainiMant la mesure absolue des deux conrbnrea d'une suriàce, dav 
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le eaa tm ees ewirbiires sont en sena opposés. H faat obserrer qn'alon l'indicatrice au ] 
lien d'être une ellipse est nue hfpeilmle. Comparons donc Iliyperbole à l'ellipse , 
•t d'abord comparons l'bypeibole équilatère au cercle. Traçons un cercle ayant 

pour diamètre l'axe r^l de eett* byperbole. Soit £ le cercle et l'h^periiole , 

fig. 34> ^^ P™ ^ ^^ ^ d'antre dn sommet P les absciases P^ et Pf>' inSm- 
isent petites et égales entr'elles. Nom saroni que k qnairé des ordonnées ipm et 
f'm' sera, pour le cercle , la difTérence des qnairés du rayon OP et de l'abaciMi 
de Of ; et pour t'hypeibole UdifTérence des quairésde Of' etOP, c'est-à-dire, 
deux fois le produit de OP parP^ pour le cercle et par P^' pour l'hyperbole (es 
négligeant les infiniment petits du second ordre). Maïs Pf ,Pf' sont é^ox par hypo- 
dièce, ces produits rt par conséquent les quarrés de «m et de f'm' le sont donc 
•nssi. Donc si nous faisons tourner le cercle X sur sa tangente en P, de mani^ à ce 
' qu'il se rabatte dans la branche HPH de l'hyperbole, le point m s'appliquera sut* 
le point m', et le cerle Z sera par conséquent alon osculateur de l'hyperbole 
•n sommet P. 

Si waintenAnt nous faisons croitre on décroître proportionneUement les oïdoi^ 
nées ou les abscisses du cercle et cle l'hyperbole équilatère , cette dernière c^uriM 
deviendra une hyperbole , ayant entre ses axes un rapport quelconque ; le cwd» 
deviendra une ellipse ; et le point m' qu'il a de ccmmnn avec l'hyperbole seri 
tonjours sur cette bypeibola. 

De rà résulte iitunédiatemart ce dtéor^me général, u Si l'on ctmstniituna ellipse 
«t nne hyperbole dont les qnairés des axes aient la même grandeur' absolue, ceè 
deux courbes auront même courbure à leur sommet réel.n > 

Ainsi le rayon de courbure de l'hyperbole est encore ; au sommet de cette courbe , 
égal m quarré de l'axe étranger au sommet divisé par l'axe réel. Cest encore nne 
Tslenr analogue à celle de l'ellipse-, et le rayon de courbure en un point quel- 
conque de l'hyperbole s'exprime en fonction du diamètre parti de ce point et da 
aon conjugué comme dans l'ellipse. Car il suffira pour cela d'incliner à-Ia-ibis toutes 
les ordonnées de l'hyperbole et de l'ellipse-, les axes deviendront deux diamètres 
conjugués, et le rayon de courbure qui n'aura pas changé aura pour expression 
le quarré du diamètre qui ne passe pas pas le point P donné, divisé par la dis- 
tance de ce point à l'autre diamètre. 

Soit donc que la sui&ce Ai second deffé oscnlatrioe des surfaces générales (S) 
rit ses deux courbures dans leffiéme sens ou Opposées ; tout ce que nous' avons dit de 
la mesure de ces courbures sera vrai pour les deux cas. 
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64 NOTES. PRINCIPALES. 

NOTE IV. 

'Algori^nu des projections et des mbattetnents propres à la 
Géométrie descriptive. 

Règle générale, loraque noua enrùage^oiu lea gnndenrs graiduqnei comma 
représentes pcr deux projectiom, l'ime horizontale et f antre rerticale , nom les 
désignerons l'one par un petit v, l'antre par on petit h , plùés an bas des lettres 
indiquant ces candeurs ^pliiqnes ; et qnand noiu vondroni les considérer dans 
l'espace et non pins en pn^ecdon, nom emploierons les lettres mêmes ipà les 
indiquent, mais sans f nî A. 

Ainsi , par exemple, le point A^ la ligne AB, la snrface (S)> seront représenté* 
dans leur projection 

horizontale par Aâ, AB|, (S)^; 

rt verticale par ■ A,, AB,, (S),. 

Sur les épures mêmes dessinées pour servir à l'intelligenee du tette, nons nous 
«ontenteronà de placer la projeotios horizontale au-dessous, et la verticale au-dessus ; 
«B d^içoaat identiquement les mêmes objets par les mêmes lettres sans f ni A ; 
{Msce que leur position seule caractérise la projection i laqnelle ils appartiennent. 
liais lonqne quelque partie de la projection horizontale dépassera l'espace réservé 
i cette projection , nous l'y rapporterons par un petit A. Et dans le cas où m 
swait au contraire quelque partie de la projecticm verticale qui dût anticiper sur 
llespaoe réqeryé à la jMxtjectioc horizontale, nous la r^>pdrteroiis i sa vraie pro* 
jection par nn petit v. ' • 

EnEn pour désigner le rabattement Svsit conriw ABC on d'un plan (n) quel- 
conques , opéré sur un des deux plans de projection, nous kraaa précéder d'un 
petit r le petit A ou le pedt v désignant les projections horizontales on verticales. 

Ainsi nons escrimerons le rabattement de la courbe ABC et du plan (n) sur 
no plap horizontal . ' 

par ABCrt, (nj^; 

et par ABC^, Cn)„, 

Je rabattement des mêmes pandeurs graphiques sur on plan païaQèle an plan 
vertical de projection. 

Ces détails sont minutieujt, sans doute ; mais Ils sont utiles, mais ils tendent i 
^acil^ i;ii^^gence d'une gé<»nétrîe par eUermêiae aesez difficile : il ne faut doBCpv 
ïes négliger. 

FfV DES ITOTKS DV PRIHIKft XBlIOlItl. 
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SECOND MÉMOIRE, 



SPÉCIALEMENT CONSACRÉ A LA THÉORIE CES 
TANGENTES CONJUGUÉES. ' 



GÉOMÉTRIE ANALYTIQUE. 

s.r.' 

mOPIlEËTÉS C^KËaALGS D^ CONTACTS DES LJGN^ ET DES SURFACES. 



ARTICLE PREMIER. 

NOTIONS fondamentales- 
Avant d'exposer la théorie des tangentes conjuguées , principal 
objet de ce Mémoire et du suivant , nous présenterons , par 
Tanalyse , la démonstration générale des théorèmes que iious avons 
Eut connaître ( Mémoire précédent , § III ) , relativement aux 
contacts des surfaces dont la forme éprouve certaines variations 
déterminées. Mais comme on tel sujet ne peut pas être entière- 
ment «lémentaire , afin de suivre un^ marche. plus Ëicile, aoos 
allons démoutrer directement les théorèmes dont il s'agit, d'abord 

9 
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66 DÉVELOPPEMENTS DE GÉOMÉTRIE. 

a» HÉMomE. pour les lignes courbes , eosnite pour les surfaces ; en commen- 
çant, art. II, par ce qui est relatif à la simple osculâtiou. De cette 
manière , on passera plu» fitcilement au cas géoérat, art. III et 
suivant; et Ton pourra d'ailleurs se borner au cas particulier, 
puisque nous ne voulons pas maintenant pousser Texameo de la 
forme des lurÊtœs^ au-delà des éléments du aectùkd ortlre et des 
simples osculatioBS. . 

Pour cette même raison , et parce que les propriétés de la cour- 
bure ^ie»- surËKes, restreinte » ses- élément» du sectmd <vdre , 
peuvent être données ^complètement par la considération unique 
des tangentes coi^ug^ées et de rindicatrice , les élèves qjui voudront 
se bomei'abx éléments da second ordre, pourront laisser tout le 
premier paragraphe de ce Mémoire , et passer de suite à la théo- 
rie des tangentes coniuguées,- qae nous avons cherché à rendre 
aussi élémentaire que sa nature pouvait le comporter. 

Maintenant rappelons en peu de mots les premiers principes de 
l'analyse dififêrentielle appliquée à la géométrie. 

Si dans les équations de deux courbes 

on remglace * par x-f-t, et que z deviemie alors z-f-A ponrb 
première , et z + x pour la seconde ,. on sait y d'après le théorème 
connu de Taylor , que ces deux équations peuvent géoéralemenjl 
être développées par les Mwl séries suivantes : 
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THÉORIE. SECTION I. 87 

f' et 4* ^^^^ ^^ CM&àeoia di£^«9itieb en premier crdre de 9 i|m idgiouK, 
et 4 > c'est-à-^itt , tds que 

^" et 4" ^t^^t ^^ coefiîcieiits dif^rentiels du second ordre de 9 
et 4) c'est-à-dire, tels que 



etaiosi de suite. 

Maintenant si pour la valeur parlicuUère x de x , on a sim- 
plement f(x)^4(*)=z,le8 deux cçurbes auront un point 
commun x , z. 

Si de plus , les coefficients du premi^ ordre sont éganx ,> 
^'(*) ^4'(*)> ^^ ^^'^ courbes seront tangentes en ce point; 
elles y auront un contact du premier ordre. 

Si de plus , les coefficients du second ordrp sont égaux , 
^"(x)=4"(x)» ^3 <l^u^ courbes seront mutueUeoieut oscula- 
triées en ce point, eUesy auront un c(mtact du second ordre ; et 
ainsi de suite. 

Et généralement, ù les coefficients corraqiondaiits des deox 
développements sont égaux Jusqu'à i" inclusivement, les dfiox 
courbes auront, au point qui leur est combmn, un contact de 
l'ordre m. 

Alors toute autre courbe z=sx(x) passant aussi par le point 
X , 2 , mais qui n'aurait pas les m premiers coefficients de son 
développement , égaux à ceux des deux autr^ courbes , ne pour- 
rait poiut passa «Dtt^dks à parUr du point de contact de ces 
deriiién». 
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S8 djlveloppements de géométrie. 

«"■ MÉMOIRE. Et pareillement, lorsque les équations z=^(a;,y) ,2^-1 (x, j) 
de deux surfeces, en supposant que x tt y deviennent«+f,jf-f-A, 
développées ensuite par rapport à i etli^ ont leurs coefficients 
différentiels correspoudants identiques jtùqu'à ceux de la dimen- 
sion m inclusivement, les deux sur&ces auront entr*elles un 
Contact de cet ordre tti^ au point qui leur est commun j et toute 
autre surËtce dont l'équation ainsi développée n'aurait pas ses 
coefficients égaux aux premiers jusqu'à Tordre m inclusivement , 
ne pourrait point passer entre les deux premières surËices , à 
partir du point de contact. 

Revenons un moment à la considération des lignes courbes. 
On sait que z = 9 (x) étant l'équation d'une courbe quelconque , 
l'équation de la tangente eât 

Z— z = f'(X— x), 
et que -, 

■ç'(Z-z)=-(X-*) 

est l'équation de la normale. 

Or ^*^, deux normales infiniment voisines se rencontrent en un 
f oint , centre de courbure de la courbe pour le petit élément 
compris entre ces deux normales : le point X , Z de la normale , 
qui ne changera pas lorsque x , z deviendront x-^dx, z + dzy 
sera d<mc le centre de courbure de Télément dx,dz. 

Mais ' 

.f'.(.Z-2)=-(X-X) 



W Si nous n'écriiions que pour des Géomètrea , nous auriong pu 4^gager oett» 
dernière partie de toute considération iuGnîtésimale -, mais eu le faî^taut d'après 
les belles méthodes de l'antenr des Fonctions Analytiques , nous aurions été 
iftcnns faciles •, et c'est surfont ce que nous TMidrions pouvoir être le pins , pos- 
sible , afin de généraliser l'étude des théories vraiment utiles i des Ingéoieuri. 
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THÉORIE. SECTION I. 69 

iétânt l'équation de la normale , si od la dififêrentie par rapport à u» méhoire. 
X, 2 et ^', sans que X ni Z varient, <m aura, puisque dz=ip'dx, 

<p"CZ— z) + <p"=— 1; 

d^où 



X- 



i+9" 



Donc la distance du centre de courbure Y, Z, au point x, z de la 
courbe ; c'est-à-dire , le rayon de courbure a pour expression 

La grandeur du rayon de courbure ne dcpeodant que des cléments 
du premier et du second ordre <p' et (p", on voit que deux surfiices 
ont en un point donné même rayon de courbure, dés qu'elles ont 
en ce point un contact du second ordre. 

Réciproquement, si elles ont même tangente et même rayon 
de courbure en un point quelconque , elles ont un contact du se- 
cond ordre en ce point, et les coefficients diffêrenUels du premier 
et du second ordre de leurs équations, sont égaux. 



ARTICLE IL 

De la simple oscillation des lignes courbes dont la forme 
éprouve certaines transformatiom. 

Soient deux courbes APC et Pm qui se croisent en P , mais ne 
s'y touchent pas, et une troisième coutbe Pm' qui passe aussi 
par le point P, sans y être tangente à APC; soit ensuite la 
Giorde quelconque AÇ parallèle à FT, tangente de la primitive APC 
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70 DÉVELOPPEMEPH'S DE GÉOMÉTRIE, 

u» MËMonE. en P ; «afin, portons sur cette corde les loogueurs AA', CC' é^es 
à mm', en plaçant successirement la corde AC à toutes les dis^ 
tances possibles de PT j on formera une nouTclle courbe A'PC qui 
sera dans une relation nécessaire arec les deux autres ; c'est cette 
relation que nous voulons déterminer ; et nous ferons voir qu'elle 
entraîne Tosculation des deux ligues primitiTe et dérirée APC, 
ATC. 
Soient 

« = /(^n fAPc 

X = F (7 ) ( , , .. - ^ A'PC' 

K __ mYrW équations des courbes < p 

s = *(^)) [ Tm! 

En supposant les y perpendiculaires , çt les x parallèles à la 
tangente PT; il est évident que dans ces quatre courbes, j^ sera 
le même pour tous les points d'une même corde AA'CC'. Obsefr 
Tons d'ailleurs que nous avons , par hypothèse , 

AA' i= mm'\ 
c'est-à-dire, 

X— X=s:f — 5: 
donc aussi 

/(/)-F(j') = »(r)-«(r). 

équation que , pour abréger , nous mettrons sooâ la forme 

/ — F = ♦ — ♦, 

et qui, dldereatiée deux fois, nous donnera 

/' — F' = f ' — «', 
/"-F"= ?"—«". 

Considérons d'abord Téquatiou du ^fçoaiM «rdre. 
Nous pouvons , dans cette équation , regarder f\ F', ^, d»^ 
comme des canstantes arbitraires / , F , f , « ; idors , m lica 
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THÉOiUE. SECTION t 71 

d'appartav ans quatre courbes APC y ATC', Fn , Pm*, «Be ap^ u— MÉMOUtC- 
partiendra seulement aux quatre tangentes Ad, A'&^^, mtj m't 
de ces courbes , parties de la m^e corde AA'oun^- I/e» éqaatJons 
fioies de ce» tan^eate» sénat alors 

e , C , )', 7 étaitt les eonstantes qui complètent ces équations 
intégrales. St dans ces quatre équations nous retranchons , membre 
à membre , kr seconde de la première, la quatrième de la troisième, 
et la seconde (fififêrenee de la première diflërence , nous aurons 

Mais chaque tangente ayant un point de commun avecla courbe 
qu'elle touche, on a pMir ces poî^s de contact, comme nous 
Tenons de le voir, 

* — X = g — sr, 

7'— f'= ^'— *'; 
ioac (tas» 

c — C =5 > — r. 

Donc, enfin, pour une corde qndcoaque kA'mm' qtii coupera les 
quatre tangentes parïdlèlement à Faxe des x, on aura toujours 

*-X=|-S, 



C*0 On bien aux qoatre tuigintec C0 , Ct , rafi m't ; mais il suffit de oonsi- 
direr les quatre preaùèiM. 
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7» DÉVELOPPEMENTS DE GÉOMÉTRIE. 

* HÉMOiBK ces abscisses étant celles des quatre tangentes, fournies par une 
seule et même ordonnée y. 

Aiusi, A@, A'@, mf , rr^t étant les quatre tangentes que nous 
considérons; non-seulement sur la corde A^mm', lieu des points 
de contact A, A', m, m', la partie AA' est égale à mm' ; mais 
toute autre corde parallèle à celle-là , est pareillement divisée en 
parties égales par les mêmes tangentes. 

D'après cela , il est visible que la droite qui passera par le point 
de concours t des deux tangentes mt^ m't, passera également par 
le point de concours des deux tangentes A@, A'@; car sans 
cette condition » les parties interceptées ne seraient .plus ^lea 
entr'elles. Ce théorème peut être rendu d'un grand usage dans la 
tliéorie des courbes et des sur&ces du second degré. 

Passons maintenant aux contacts du second ordre. 

Soit / la valeur de l'ordonnée courante y au point P, où la tan- 
gcqte APC, A'PC' est parallèle à l'axe des x. Cette condition exi- 
gera que /'{y) soit infini, c'est-à-dire, que/"' soit dç la forme 

(y -y T 
4 ne pouvant devenir nul , ni x Waxi pour la valeur particulière 

Cherchons maintenant la valeur du rayon de courbure de APC 
en P, où y—'y=.o\ son expression générale est, comme nom 
L'ftvons Eût voir dans l'article précédente 



Mais si 


f ^ .Iv- 




HD aausai 




+ 




/-,.. z^ ''•, 


„ :v+i 



i.y-yT 
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THÉORIE. SECTION I. >ji 

Donc le rayim devient n« mémoire: 



c-(^ 



En diassant les" dénominateurs partiels en y — y , et supprimant 
dans les deux tenues de cette fraction les plus grandes puissance» 

de r —j, il vient 

f -^ .".■,' - . .. 

i^iy-y)'^" 

Maintenant y si le rayon de courbure ne doit être ni nul ni infini , 
ce qui est le cas général, il &udra qu'on ait a^u— 1= o, ju = x j 
et le rayon de courbure sera par' conséquent, 

eipressîon d'une simplicité singulière , et qui donne le moyen d'ob- 
tenir immédiatement ce rayon dans un cas où les formules ordi- 
naires se présentent sous la forme indéterminée % ^*^, 

<n Ponr rendre aeiuilile ce moyen d'opérer, nous allons en oflrlr u«' exemple 
{acilè. Chndions la valear dea nyoïta de cDorbnre de I!ellïpa6-et de l'hyper- 
bole, qni coirespondent aux sommets de ces couriwa dont l'équation générale est, 
«1 la rapportant aux deux axes , 

jqaation qui, Ionqney=i, x = o, devient ■}—==-, et rentre dvu lecaaqna 

noui conaidéroiu. 

FalsODB donc y:=h,oa^ 

, a y a fr ■ , ; ,.- ^a* . • 

y ^ r '^ ' = ï • —7=^ ; donc ail-* = s:-r. 

b y-y^ ft à y/S ^ ^ fr . , . 

Cest la Talenr àbsolae dn rayon de cmabare appartenant utx'smntàetB placés 
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74 DÉVELOPPEMENTS DE GÉOMÉTRIE. 

Voyons à présent quelle est la valeur du rfiyon de courbure de la 
seconde courbe A'PC (fig. i, coduiib dans tout ce qui précède). 

Puisque 

/'— F = ?'— «'j oua F=/'+*f — ç'. 
Or, 

(.yyT iy—yT 

Mais si les deux courbes Vm et Vm' ne sont ni Tune ni l'autre 
tangentes à APC, ni à A'PC' (et telle est notre hypothèse), T' 
et /' , non plus que % , ne pourront pas devenir infinies : donc le 
rayon de courbure de A'PC sera encore en P , 

Donc ks deux courbes APC, A'PC ont en P le même rayon de 
courburefi), (a), — r4''> et sont mutuellement osculatrices en ce 
point : c'est ce que nous voulions démontrer. 

autrement et plus simplement. PuisŒtie.Ia valeur générale du 
rayon de courbure de la courbe x-=-f{y) ou ^;=a)(*), est 

p = i . ? - T^* . -2- j dans le cas particulier où «'= o, p^ 4-- Or, au 

pomt P, lu tangente commune à APC, A'PC étant pihnaUèle k l'axe 
des x> »' est égal: à zéro pour les d«ix courbes. Cherchone donc 

la valeur -^ que prend alors leur rayon de courbure. 
Soit x-la valeur de x au point P (/ étant la valeur correspon. 

mr Vxxx desy. 'Cest aussi le résultat auquel nous étions parrantii dans I« 
Mémoire précédent, mais par des considérations purement gé<»nétriqnes. Dan* 
une série d'expériences sur la flexion des bois, oatreprise dam l'anenal de la 
Marine , à Corcyr» , nous avons fait usage de cett» méthode pour détenoiaer 
]a grandeur d» ^yon de courbure des pièces de bois soumises i la fiexion , ait 
point oà cette cou)l>are ett un moximum. 
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dante de y), il iàudra que e»'_^x) devienne »'(«) ^ o, en supposant H" mémoire 
qae^=:w(«) soit l'équaticaï de APC; par conséquent dy sera 
de la forme 

donc y même est de la forme (x — x)'«(x)-f-const.Mai8 aapoint 
P de la courbe ABC donnée par cette fonction, j' =7 , x^x ■ 
donc enfin la Téritable équation de APC est 

y~y = (x — xym{x). 

Donc au point P le rayon de courbure p = ^jt^* 

Si maintenant nous roulons obtenir la valeur du rayon de APC 
en ce point P, soit m(y—y) la valeur dçs distances des points de 
A'PC' aux points de APC, ayant la même ordonnée^; X étant 
l'abscisse de APC, (m aura x=:X — m{y — y)j et par caisé- 
quent 

*— * = X — x — m(y-^y) 
valeur qui, su})stituée dans l'équation de APC, donne 

Équation qui, lorsqu'on y Ëiit y^y donne X = x=si^, et par 
conséquent - . ' 

Donc le rayon de courbure de ATC en P est aussi r-7-T< Ainsi, 

hs deux courbes APC, APC ont en F un contact du second 
ordre. (Voyez la notel.) 

. Démontrons actuellement que. le même théorâne est immédia-: 
ment applicable aux surËices.- 
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76 DÉVELOPPEMENTS DE GÉOMÉTRIE. 

axMÉMOiKK. 

SUITE DE L'AâSCLE U. 

De la simple oscillation des sur/hces dont la forme éprouve 
certaines transformations. 



Si le plan tangent à k sur&ce priraitire en-x, y, % est piu^ 

h. 



lèle au plan às^x^y^tsa »ra pour ce point ^=0^ ^=0 



donc partout^ est diriaible|>arjf — x\ et j-par^y— j-j donc aussi 

f)-4'» X^tentdes fonctions de xetde^, qui ne poissa dermr infi- 
nies loraqae Xi— x=«,^ — ^=0. 

Par le point *,^, 2, menons Ieplan_y—j = a(«—*)qui8èra 
nccessaircmcDt normal à la sor&ce/Dons aurons 

% — »=(3c— :ï)'<^ 4-04 +<i^) 

pourla pro7ccfion«or le -plan des X, z, de la conibc g-acée sur 
la surfaoe par son 4>Jan nomal; et pour ëguation de cette courbe 
même, rabattue sur le plan des x, 2^ 

z—z=(x— x)'C? + a4'4-a'X)l/(i +«') = («— »)'-r- 

JEû élisant 

, û.(x) = C(p + a4 + a*x)»/Ci + a'); 

donc, d'i^rés«e<faftn9U^ renoDa de 'démontrer, ^ «era le rayon 

de courbure de cette courbe pour le point'x, /, z. ■ ' ■ 

ComidërtMiS mairtteDaint ta suiftee ftmaéeen tron^OTtant chaque 
point x,^j z à une distance proportionnelle à z — z, et sulrant une 
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âû'ectkm my:=nx parallèle au plan des x,y. Tow lesprants de.a>**H£3iom& 
Taxe ^s z, ainsi transportés, formeront encore une ligne dtoite 
dont nous représenterons les équations par 

X — x = m(z — 2), y — y = n(z — z). 
■ Donc X, Y, Z=^z étant les coordonnées de la nouvelle sur^ce, 
on aura 

* — x = X— ië— m(z— z), 7— y =T— ^ — n(z— z), 
et par conséquent pour la courbe tracée sur cette surfiice par le 
plan normal , 

z—'Z:=\% — X — m{z — z)]'.«, 
maù déjà ' 

z — ZJ={X — x)'.» 
est, conune nous venons de le voir, Téquation de la première 
courbe j et dqus avons prouvé dans la dernière méthode de Tarticle 
précédent, qne deux ligues représentées par deux équations d'une 

telle forme , ont Tune et l'autre — pour rayon de amrbure au point 
qui leur est commun. 

Donc , tout plan mené par x > ^ , z , nonbalemeat aux deux 
aur&ces primitive ' et dérivée , trace sur .elles deux courbes tadh 
gentes , et qui oat même rayon de courbure en ce point de om- 
tact : à<mc aussi, les deux sur&ces 8<»t en çe«point mutudlement 
oscolatrices. 

ARTICLE III. 

De la transformation qu^on peut faire subir aux surfaces , 
sans qu'elles cessent d'avoir entr'elles un contact de Tordre 
général m. 

Si Von prend, un ptnnt x., ^,, z snr'une surface quelconque ; 
qu'on conçoive ensuite Je plan tangent à la surËtce eu ce point , 
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« MÉH(»BE. et qu'on y rapporte chatjue point de la surfece par des ordonnées 
rectiligaes ou non , lorsqu'on fera varier ces ordonnées de fa ma- 
nière la plus arbitraire , en supposant , cependant , que leur ori^ne 
sur le plan tangent soit israriable, et que le point d'application 
6ur la surface reste toujours à la même distance du plan tangent ; 

I*. Aucune des nouvelles ordonnées ne formant un angle nul 
arec le plan tangent ( à partir du point x , y y z que Ton consi- 
dère) , la nouvelle eurfoce sera osculatrice de la primitive en ce 
point X ,y f z. 

II*. Si de plus les nouvelles ordwinées sont respectivement tan-^ 
gentes aux ordonnées primitives (à leur commune origine sur te plan 
tangent), la nouvelle sur&ce aura toujours, avec la surface primi- 
tive , un contact du troisième ordre. 

m*. Si les nouvelles ordonnées n'ont pas seulement un contact 
du premier ordre , ou une simple tangençe avec les ordonnées 
primitives correspondantes , mais un contact du secobd ordre , la 
nouv^ aur&ce aiura , avec la surËice primitive , un contact da 
quatrième ordre. 

Et en général , le contact de la surface dérivée y avec la snr- 
&ce privative , est d*iHi ordre de deux onités supérieur à cdu 
des ordonnées correspondantes de oes soréices. 

&i effit,8(Ht 2s£!:^(x,y), l'éqoation de U sur&ce donnée: en 
supposant que X ,/, z deviennent x-{- dx^y-^dy y »-(-(&, cette 
équation deviendra 

(S)... z-\-dz=.^-\-pdx-{-qdy+-^{rdx'-{-^dxdy-\rtdy) 

4- _1_^ (arf*' -f- 3€'t/*'cPï'H- etc.) + etc. 

Actuellement, pour passer de cette surÊice à sa dérivée, conce- 
vons que dx e,i dy deviennent respectivement 
rfX=rfx-fÇ, dY=dy-\-Vy 
jÇ et u étam des fonctioDs quelconques de dx et dy. • 
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ti'équation du plan tangent à la surËtce (S) étant u» K^oi&e. 

z—z=:pix—x)-hq(y—y)> 
celle d'un plan parallèle à celui-là ^ mais passant par le point 
*ïJ') 2 — A sera 

(*).... z—I+A=:pCx— *) + }(/— J). 

Or , pour tous fea points où ce plan coupera la surËice (S) [ en 
fiiisant h infiniment petit] , nous aurons évidemment 

X — x^=dx, y •^y:=tfy , z — z:=xdz. 

Retranchant donc membre à membre l'équation ( tt ) de l'équation 
( S ) , il Tiendra 

h = ^( rdx'-hasdxtfy-^tdy) -h j^ («rf*'-|-3erfjCify-f«tc.)4-etc. 

Tell^ est Péquation de la section plane laite sur la surface par un 
plan ( « ) parallèle au plan tangent , et à la distance h mesurée 
sur l'ordonnée z. J'otwerre ici que dx et cfy étant supposés infini- 
ment petits du premier ordre , h est nécessairement du second ordre, 
ou plus petit encore. 

Maintenant si les ordonnées auxquelles nous concevons la sur- 
&ce (S) et sa dérivée (Z) rapportées sur le plan tangent, ne sont 
pas tangentes à ce plan ( et telle est toujours notre hypothèse ) y 
la distance d'un point de (S) au point correspondant de (S) , ne 
peut, à partir du point de contact x, y, z, être dans un rapport 
infini avec la distance h-, donc cette distance est une fonction -où 
il n'entre que des puissances positives de h. 

Soit donc pour le point X , Y, Z qui sur la surËtce (2) corres- 
pond au point x-^-dXjy ^djTfZ-j'dZf 
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X =* + <& + Ç, 

Y=;J+ <// 4- V, 
d'où 

X — X — rf* == Ç, 
Y — J — rfjK = w , 

f et u étant dçux fonctions quelconques de dx, dy A h. Comme 
les points correspondants de (S) et de (2) sont, par hypothèse , 
à la même distance du plan tangent , 

ce plan transporté parallèlement 'à lui-même, peut passer à la 
fois par ces deux points : on a donc pour cette condition , 

Z — 2 — <fe— i){?: — *-rf*) + î(Y— J— rf)'}î 
donc aussi, 

Z — z — dz =pÇ +3W. 
Ainsi, telles seront les coordonnées des deux points correspondants 

(x-^dx) [ jê H- rf* -H $ 

Sur (S) -j ^ + <(r [ sur (2) }j^dy + v 

[1 + dz ] ( z + rfz + J3g + Jtf. 

Par conséquent la distance de ces deux points aura pour ex- 
pression |/[Ç'+ v'+(^gH- ço)']. 

Maintenant, pour que cette distance ne devienne pas infiniment 
[dus grande que h, il fendra que le rapport - ^^ ' ■- ;— 7- g - x" ^v-i 
ne puisse pas devenir nul , pour des valeurs de A , ^ et u aussi 
petites qu'on voudra. 

jSupposoDs d'abord qu9 ce rapport doive être constamment uno 
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quantité finie - , on aura 

équation qui , lorsque h sera infiniment petit d'un ordre quelconque , 
exigera que ^ et u soient infiniment petits du même ordre. 

Mais si les nouvelles ordonnées z devaient être à leur pied tan- 
gentes anx primitives» il fendrait que (i pût devenir infiniment petit 
du premier ordre, par conséquent g et v seraient infiniment petits 
d'un ordre immédiatement inférieur à celui de A, et ainsi de-suite. 

Nous alloùs actuellement reprendre Téquation générale 

en y mettant d%.-r~^ pour rfx, et rfT— w pour dy (quantités 
req>ectivement ^ales ) , cette équation devient 

Soit d'ailleurs 

A= ^ (RdX»H- aSdXrfY+TrfT') 

H-~3 (AdX* + 3B(/X'rfY + etc.) + etc. j 

réqoation on R, S et T, A, B, C etD, etc. sont les coe£Bcient8 
diflerentiels partiels du second ordre, du troisième, etc., appar- 
tenant à la sur&ce dérivée (ï) : cette équation et la précédente 
devront être identiques. 

Lorsque les ordonnées correspondantes de (S) et (X) ont k leur 
pied un contact de Tordre m— a , ^ devient in&ûnent petit de cet 
ordre. Mais A est infiniment petit du second ordre , lorsque âx 
et dyjdS^eidX ie août du premier ; donc alors , pour que ré^iatio:a 

1» 
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n». HÉHOIBE. fi^h' = $• + U' + {J3| -f- qvY'j 

soit homogène , il &ut que ^ et u suent infiniment petits de Tordre 
m : donc, dans l'expression 

A = ^Cr(<fiC — Ç)' + etc....] + etc...., 

les termes de Tordre le moins petit , dans lesquels entrent ^ et u , 
étant de la forme ^ffS» u</X, %tKy vdY, ces termes senmt des 
infiniment petits de l'ordre m+i : donc ^ et u ne pourront pas 
entrer dans les termes qui contiennent des infiniipent petits de- 
puis le premier ordre jusqu'au m'™' incloslTement 
Hais puisque les deux râleurs de A 

+T:bW<'3t-Ç)»-*.5C(JX— e)'C^-«)H-etc.] + etc., 

+7X3 i^^* +3B(ffi'rfr + etc.) + etc. , 

doÎTent être identiques, il feudra que les infiniment petits du 
même ordre soient îdenttiittes dans les deux râleurs; car, sans 
cela , la di^rence de deux infiniment petits d'un ordre n que^ 
conque étant toujours plus grande que la d^BSrence ou la somme 
d'infiniment petits des ordres r4*i» 7f + D,>><>, ce» deux diffî- 
rences ne pourraient plus se détruire , en retranchant f une de 
l'autre les deux valeurs de A. 
On aura donc séparément 

(r — a)rfx' + ac* — syxrfY -f. (/— lyr* = o , 

(«— A)ïfX"-f.3(C— B>/X*rfT-t-5(>— C)(<ffirfî'-f(/— D)rfr^ao> 

etc. . . . jusqu'à 
(/*- M)<iX"-hm('— N)dX— rfY+etc... . =0. 



izedby Google 



IHEORIE. SECTION I. 85 

Mais dK.etdY sont entièrement indépendantes Tune de l'autre^ u» MÉhoirhl 
il Ëtudra donc qu'on ait séparément 

r— R=o, * — S = o, f— T = o, 

«— A = o, C— B = o, ;/— C = o, J^^D=:o, 

et ainsi de soite, jusqu'à l'ordre m 

f* — M=o, ft-N = o, etc. 

Or, par le principe fondamental de la théorie des contacts des 
sur&ces, on sait que quand les coefficients dif^entiels des équa- 
tions de deux sur&ces (ces équations résolues par rapport à la 
même ordonnée), quand, dis-je, ces coefficients diffîrentiels sont 
les mêmes jusqu'à Tordre m inclostrement, les deux sur&œs ont 
entr*elle3 un contact de cet or^e m ; c'est--à-dire, que toute antre 
suT&ce qui n'aurait pas avec l'une des deux premières un contact de 
ce même ordre m ou supérieur, ne pourrait pas, à partir du 
point d'attouchement, passer entre celle-là et Tautre sur&ce. Nous 
poarms dooc condure que le âiéorême énoncé an, commencer 
ment de cet article, est vrai dans toute sa généralité. 

ARTICLE IV, 

Oscuiation des courbes tracées sur des surfaces fui sont en 
contact suivant une ligne queicon^te. 

Nous allons démontrer génâralement ce premier théorème, «c Si 
doix surËtces (S) et (Z) ont en comnnm tonte une ligne courbe 
suivant laqa^e dies ont un contact de l'ordre m , les deux sec- 
tions &ites dans l'une et dans Fautre surfece^ par un plan taogaat 
à cette couiiie, aùrmt e'ntc'cUes un. contact ide l'ordix m + i, 
au point qu'èUea' ont «n conmwn sur la premièce cborbe. v 
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Soient, eu effet, les équations de ces deax sui&ces 

(S).... z = ?(x,jk), 

Cï)....z=4(*,j-). 

Leur déreloppemeat donnera 

[S]. . .z+(fc=^ 4-j3(fx+9<?)'+ j^( n/x'H- asdxdy-^ irfy*)+etc. 

[ï]. . .2-+<fe=^H-p'(&4^'rfyH-jij(/dic«4^rf*<fy-H'rfy')+etc.; 

Les deux snr&ces ajant évidemment en commun la courbe de leur 
contact, nous aurons les équations de cette courbe, eu disant 
simplement que (5) et (2), ou [S] et [£] existent simultanément. 

Si nous retranchons [2] de [S], z et dz disparaîtront, et nous 
aurons pour la projection horizontale de la com-be de contact , 
l'équation 

(c) . . .o=-f- (pdx + qdy) + -^ ( rdx*+ sudxdy-^ tdy) + etc. 

— {p'dx-\-q'dy) — -^ (r'diï'+a j'djfrfyH-j'rf)") — etc. 

Or, les deux surfeces ayant dans toute retendue de cette courbe 
un contact de Tordre m , les coefficients différentiels correspondants 
de[S]et[Z] sont égaux jusqu'aux termes de l'ordre m, dxTj 

<^x*~' dy,t\jc 'j par conséquent tous les termes inférieurs à la 

cUmensîon toH- 1 j se détruiront mutudlement dans l'équation (c). 

Les termes de la plus haute dimension qui s'entre-détruiront 
seront donc de la forme 

(M — M') rf«--Hm(N — N')rfx— rfjr-i-etc = o. 

^<Aserre maintenant que si , du pcnnt x^y^z pour lequd on a 
cette équation de condition, nous passons au point infiniment 
voisin, toaioura sur la oourbe de contact dy^skdx, la même équa- 
tion de condition ne cessera pas d'avoir lieu 3 mais alorçM^N..., 
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M', N'. . . deviennent M+rfM , N-H£N , . , . , AT-MM', N'+rfN', ... : 
donc il Ëiudra qu'on ait généralement 

rf[(M— M' ) rfx-+ m (N— N') ix^'rfyH- etc.] =o, 
équation qui , développée , se présentera sous la forme 
(P— F)rf)r+'+(m+i)(Q— Q')dx-rf)'+etc.+(V— VOrfr*'ï=o. 
Or, cette dernière équation n'est autre chose que la différence des 
deux termes de [S] et [S] , coutenant les t/x et cT)' ^ à la dimen- 
sien m + 1 .- nous supposons toujours dy = kdx. 

A ctudlement coupons les deux surfaces par un plan dzEsA(/x-|-B<^; 
nous aurons pour projection horizontale des deux sections , 

Ad!K+Brfy = 7«^xH-5rfjy +7^ (rrf*' + ^dxây -i-tdy ) 
H-...H-M<£x-4- etc.-, 

Arfjf H-B(fy =p'rfx-f-Yrfr + Y^ ( r'rfx' + as'dxdy -f t'dy*) ' 
H-...+M'rfxH-etc. 

Ces deux courbes ayant leurs coefficients diflërentiels correspond 
dants égaux jusqu'à Tordre 7n iDclusivement^ ont évidemment 
entr*elles un .contact de ce même ordre m. 

Si de plus nous supposï>ns que le plm coupant dz = A.dx + Bt^ 
soit tangent à la courbe de contact, représentée par dy=^kdXj 
il suffira de dire que les trois équations 

di = A(ix *t- Brfy , 

dz = pdx H- jrfy , 

dy =: kdx 
ont lieu simultanément 

Et alors , non-seulement les termes de Fordre m seront re^ecti~ 
vement égaux dans les deux équations ci-dessus , mais aussi la 
somme de tous ceux de l'ordre^ m 4: 2 3 puisque l'hypothèse 
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ii"MÉHOiB£. dy =='1cdx ûécemte \*é(jasiû(Xï 

(P-P')rf*-^'+Cm+i)(Q-Q')rf«-rf/+.. . .+(V-V')rf)'**'=o. 

Donc les deux courbes tracées sur (S) et (2) par un plan coupant , 
tangent à la ligne de contact de ces sur&ces , ont entr'elles un 
conlact- d'un ordre iounédiatement supérieur à celui même des 
deux sur&ces. 

En suirant toujours cette marche , nous ferlons voir avec une 
égale fêicilité , que si nous coupioiis les surfaces (8) et (2) par 
un plan osculateur de leur courbe de contact, les deux sections 
auraient entr'elles un contact de deux unités , supérieur à 
celui du contact des surfaces. 

Et généralement que si deux surfaces (S), et (S) ont , suivant 
toute l'étendu£ d'une courbe , uh contact de l'ordre m , lors- 
qu'on les coupera par une troisième surface {/) , ayant avec 
cette courbe un contact 4^ l'ordre n en un point-, Jes deux 
sections auront entr'ell^s » ou .même point , un contact de 
l'ordre m + n. 

ARTICLE V. 

Bappo^ généraux des sections normales aux sections obliques 
faites dans les surfaces. 

La méthode qae nous ârons suivie jusqu'ici , ra nous offiir le 
moyen le plus simple, peut-to-e, qulf soit possible de g'onrer , 
pour déterminer les rayons 4a coorbra'e des sections oUiques ou 
normales laites dans les surfeces , ,et les rapports qu'ont entr*eux 
ces divers rayons. 

Repr^ions, pour cela , le développement complet de l'équation 
d'une surÊtce quelconque 

[S]. . . • dz^pdn + 3^ 4- ^ ("*t' + ^sdxdy + tdy) +...•. 
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Sapposons , ce qui est toujours peroois , que p^soet q =s o, op» MïMontfi. 
c'est-à-dire , que le plan tangent 

Z-z=p(,K-x)-l-q(r-y) 

au point x, y, z , que nous allons considérer , soit parallèle au 
plaD des X, y; nous aurons simplement 

16}.... dz^^(rdx'-i-3S(ixdy+tdy)'i-.,.. 

Maintenant , s<nt dy =s -^'dx Téquation d'un plan vertical quel- 
conque, mené par le pcônt Xj^j^ç. £a mfittaqt dan9{Bj, 4'c'x,a^ 
lieu de dyt nous aurons en dz çt dx une équation qrâ appartien- 
dra à la section normale fiiite par. le plan <^=4'^» ou pliitât 
à sa projeciiou sur le plan des X et z : celte nourdle équation sera 

(c^. . . .^ =^ (r-t- «4' + t4")rfji:'H- etc.. ... , 
dans laquelle il est évident que te coefficient diAëreUtiel' du pre- 
mier cHrdre ^ est nul, et que celui du second est 74-aj4'H-'4'*J 
donc, d'après ce que nous avons démontré dans Tartide II de 
ce HémoirO} le rajon de boùrbare de cefte {«ojectioa est, au 
point*,/, z,: 

Pour avoir l'équation de la comiw elle-même , rabattue sur le 
plan des X et z , en la ^lisairt tourner parallèlement à l'axe dies Zt 
ieS'Z ne changeront pas, et Hs nioar^ës X siaropt te» dr<^|e8 
mêmes dont les anciennes sont la projection. 

Reprenons donc l'équaticHi dysi-^'dx du plan vertical qui con- 
tient ces droites X ; le report de diaque horizontale X avec sa pro- 
jection sera évidemment donné par ces égalités ' 

3F=— 3^ = ^++ ; 
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II-MÉMOn* j„„„ rfx' = -g" . 

1 +4 

En substituant cette râleur dans Téquation {<f) de la proiection 
de la courbe , il vient pour équation de cette courbe même , 

{c)....<fz = jij(rH-«+' + «+")7^. + ete.... 

Donc f> étant le rayon de cette courbe au point que l'on considère , 

p = r+î^W" ^'°" f =«»++"). 

résultat qui peut être ainsi traduit en langage trigonométriqne : 

« Au point où la normale d'une courbe tpielconque est parallèle 
au plan de projection , le rayon de cette courbe est égal à celui' 
de sa projection, divisé par le quarré du cosinus de rinclinaisoiï 
du plan de la couriw sur le plat) de projection. » 

Nous obtiendrons avec une égale fitcilité, pour cette courbe, 
le rayon f de la projection (c"), feite sur le plan des^, z. 

Pour cela, dans l'écpiatîon [S] nous mettrons pour âx sa râleur 
T7- djfj et nous aurons 

donc p"==-p^|^; mais f'=- ,+^^^, ' ^'. ' 

donc aussi P'H-p"= ,^y^ ^. ; 

or cette valeur est prédsélnent celle de p. 
D<Hic enfin, on a généralement Téquation 

P = p'+f"> 
ç'e^tr^-dire que le . rayon d'une courbe quelconque est égal à 
là simple somme des rayons des deute projections de cette 
courbe sur deux plans parallèles à ce rayon, et d'ailleurs à 
angle droit 
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On pourra donc Ëùre tourner ces deux plans orthog(Hiaus, autour u» héi^irp. 
d'un axe parallèle à la normale au point que l'on considère; et, 
a dans l'infinité de positionsque ces deux plansprendrwitjlasomme 
des rayons des deux projections ne cessera pas d'être la mêoie^ 
et ^ale au rayon de la courbe projetée. » 

Passons maintenant à la détennioation des rayons osculateurs 
des sections diliques , en fonction des rayons des sections 
normales. 

Le plan tang^t au point x, 7, z, que Ton considère sur la sor- 
&ce (S), étant toi^ours pris pour le plan des x^y; nonspca- 
Tons, de plus, supposer que la tangente a la secti<a oblique 
ou normale, est un des axes, celui des j', par exemple; puisque 
cet axe peut être pris à volonté. Alors Téquation de la section 
normale , dont le plan devient celui des y, z , est donnée par 
cette condition 

dxsso. 

Le dérdopp^nent [S] se réduit donc a 

donc le rayon de cette section normale est , au point placé sur 

Taxe des X ^ 

I 

''=7- 

Soit maintenant dz:=Bdx Féquation du plan de la section 
oMique qui passe par l'axe desj^, et qui par conséquent est tan- 
gente à la section normale. 

Si nous rabattons la section oblique sur le plan des x, z, autour 
de Taxe des x, la nouvelle Z sera égale à la première x /(i-f4*); 

donc on aura zas ^ i ' L-M > ^ Téquation (c) de la section nco'- 
mïde deviendra celle (c^ de la section <^liquè 



M- • " Tfrryj = rï «r + rô etc.. , 
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!.'■• MÉMOIRE, donc 

Z = ^tv/(i+fl-).rfy'-{--i-5etp...: 

Donc le rayon f' de la section oblique est , au point que Ton 
considère, 

Or, .. ', j,-. est le sinus de l'angle fonné par le plttn de U 
section ofoljqae arec le plan de la section normale. Donc, enfin, 
le rayon de la section oblique est égal au myvn de la section 
normale , multiplié par le sinus de V angle formé par te plan 
de ces deux sections. Beau théorème que Meusnier a trouréle 
premier par des moyens particuliers, ' 

Nous pomrions également démontrer, dès à présent,- tous les 
théorèmes d'Euler sur la courbure des surfeces ; mais nous pré- 
féroDS de le Cure après avoir exposé les principes qui servent 
de base à la seconde partie de ce Mémoire. 

S II. 
THÉORIE DES TANGENTES CONJUGUÉES. 

ARTICLE PREMIER. 

Équation des tangentes conjuguées. 

Ce Mémoire , comme son titre Hndiqtie , est spédalement d^- 
tiné ' à développer la théorie des ta&gentes conjuguées ; à moBtret 
comment cette théorie peut conduire à k connaissance de tous 
les éléments de la courbure des surfeces y de toutes les variétés " 
que celte couributC présente, et de ses pit^n-ictés générales ou 
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particuËères : à Eure yow , ^ifin , comment la même théorie , par im* mëmohif. 
sea équations ^Hidamentalea , peut conduire immédiatement à bt 
«onnaiâsaoce des fiuniUea de surËtces dont la génération dépend 
d'éléments du second ordre^ c'est-à-dire, seulement d'éLémnits de 
la courbure des sur&ces. 

' ïl imp<Mrte d(»ade commencer pan nous former une idée pVéclse- 
de ce que nous appelons tangentes cojguguées : l'analyse ensuite 
nous fournira leurs équadons , et nous conduira jusqu'à' chacun des- 
buts que nous venons de:n<ms proposer dlâtteindre. 
- Si l'on conçoit qu'un plan, d'abord tangent à un^^stirface quel- , 
conque , se meuve sans cesser de la toucher , il engendtera par 
ses intersectioufrsucçessives , une surface développable. Deux plans 
immédiatement consécutif, se couperont suivant une ligne-droite, 
arête de cette développable; or, cette arête ( première droite ) aura 
toujours un point de commun avec la Courbe de cotitact' de la 
surface développable- et de la surface générale : concevons en ce 
point la tangente à leur courbe de contact Nous aurons ainsi 
4eux lignes di'oites tangentes à la surface générale , au même point 
de contact; en les considérant sous le point dé vue de leurs rapports 
mutuels, nous les appellerons tangentes conjuguées. Trouvûns 
donc l'équation des tangentes conjuguées. 

Soit dz=pdx+qifyVéqa»tion différentielle du premier ordre 
d'une sur&ce quelconque., L'équation de son plan tangent sera- 

(I).... Z-z=s(pi:-..x)+î(Y-j'). 

X, Y, Z étant tes coordoxméèsv courantes du plan, et x, j, z 
celle du point d'applications Concevons maintenant que ce point 
d'application x^ y,z puisse varier de position, et prenne succes- 
sivement toutes les positions dont' il^ est susceptible, lorsque sa 
projection sur le plan des x,y décrit la courbe 
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On sait que le plan (i) formera, par ses intersecdons mccefff 
ùves , ainsi que nous venons de le dire , une sur&ce déréloppable 
déterminée (D) : c'est cette déretoppable que nous allons d'abord 
considérer. 

Lorsque le point x, y, z varie infiniment pen sur la courbe (s), 
le plan (i) prend une position infiniment voisine de la première, 
et l'on sait qu'alors l'intersection de cea deux plans con8écuti& 
' est une dea arêtes rectilignes de la sur&ce développable. 

Déterminons l'équation de cette arête :x,y,z devenant x-\-dx, 
y-^-dzy z+dz^ l'équation du plan (i) , lorsque X, Y, Z ne va- 
rient pas , donne 

•~dz=—pdx^qdy^dp{-S.^x)+dq{Y—y). 

Or, x,^, z est le point d'application sur la surfiice à double cour- 
bure dont l'équation est dz=apdx'j-gdy : 
donc ossdp(X—x) + dq(Y'^y) 

est l'équation des points commuas au plan (i), et au plan infini- 
ment voisin. C'est l'équation de la prt^ection sur le plan des x, y 
de la droite intersection de ces deux plans. 
Mais comme j7 et q sont l'un et l'autre fonctions de x et/, on a 
dp;=rdx-^sdy , dqisssdx-^ tdy^ 
valeur oii-,s,- sont les coefificients difiërentiels du second 

ordre de l'équation générale de la sur&ce primitive. Leur substi- 
tution dans o=3i^(X — x)'^dq{'ï — y) donne 

Dans cette équation, v~^ > exprime la tangente trigonoml- 
trique de l'angle formé sur le plan des Xf y par l'axe des x et 
la pro|ectioa de l'arête cherchée. Soit 4' ^^l*^ tanguite , nous 
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aurons 

dans laquelle dy^ t/x appartieoaeDt à la courbe (s),^=sf (x)qQi 
d«iD6 ïmméâiatemeQt dy = i^'.dx, ce qui transforme l'équation 

4'+È^-o en +'+IJ^ = o,ou 

(A)... r+*(f'H-4') + '?V=o. 

Telle est l'équation de condition qui lie entr'elles les positions de 
l'arête de (D) , et de la tangente à la courbe de contact (a) de cette 
surËtce arec la primitiTe. 

Or , cette équation est symétrique en 9' en 4' ■ il(>°c ^, au lieu 
d'appartenir à la tangente de la courbe de contact de (D) , peut 
appartenir à l'arête d'une nouvelle sur&ce développable (D'), et alors 
4') au lieu d'appartenir à l'arête de la prennère sur&ce dérelof^able 
(D) , appartiendra à la tangente de la courbe dé contact de la seconde 
(D') : <f où résulte ce théorème général également applicable à toutes, 
les sur&ces possibles : 

« Que sur une suifiice de la forme la plus arbitraire , on concoure 
une première surface déreloppable (D) qui la drconsoiTe dans 
tonte l'étendue d'une certaine courbe c ; ensuite une seconde sur- 
&ce développable (IV) qui la circonscrire pareillement dans toute 
rétendue d'une courbe quelconque d., si au point P placé à la fois 
sur les deux combes de contact, l'arête de (D) est tangente à la 
courbe c', lieu des contacts de (p), réc^roquement, f arête de (IV) 
passant par ce point , est tangente à la courbe c, lieu des contacts 
de (D) sur la sur&ce générale. Ces deux droites, réciproquement 
arêtes et tangentes , sont celles que nous avons nommées tangentes 
anyuguées par rapport aux surËices quelconques. » JM ou» <tf&irou8 
encore d'autres raisons de cette dénomination. 
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g/* DÉVELOPPEMENTS DE GJÉOMÉTRIE. 

ARTICLE IL 

Amputation, aux lignes de courburç des surfaces. 

Lorsque les tangentes, conjuguées devi^mentv.récipToquement 
orthogonales , nous savons qu'au point de leur intersection elles 
sont tangentes auï lignes; des CQUi^ui^e^ 'principales de la surËice 
(I" Mémoire , § IV) , et nous ferons voir dana l'article IV de ce § , 
la légitimité' de cette assertion : maintenant, il jious suffit d'appeler 
lignes de courbure, celles qui partout sont, dirigées tan^entiel- 
lement aux tangentes conjuguées orthogonales :.réxpression dîQe- 
rentielle qui donnera la condition d'orthogonalité. de ces tangentes, 
sér^ donc Féqnation difiëreatielle i^éme des ligne^.de courbure. 

' Soiem •tg-^t?-''^'''' et ^'^^-1i^-*=°' 
./4CZ— z)Hr..Y— t^j:?=q,. . i'(Z— z}-4-Y^j'=o, 

les équations desdéoxtabgçDtea conjaguées projetées sur les plans 
des X, z et, des j, z. 

En coDsemcant lea Dotatibna: 9< et ^i^^ '^^ l'article préoéd^nt, on 
SHini' évidemment ' 

Maintenant les deux. tangentes coniuguées devait être l'une et 
l^uU^e^w; le jjlan tangent, 

on a.d!al>Qrti 

i 4-ûp + fc^-=o, 

1 + a'p-\- b'q= o , 

' i*) Poor lie pas trop ct^er nos fommles par des accents , nous mettrons 
i l'avenir 9 et 4* simplemeot ponr- désigner les tangentes trig<Miométi>îqae> jn»- 
qn'ici désignées par 9' et 1]/'. Alors nous aurons 

dy = fdx, dy=:-^dx, aa lieu de dy^^dx, dy=^'^'dx. 
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et parce qa'elles sont à angle droit, il Êtut encore qu'on ait : 

1 +. Oû' .+ tô' ;= O. , 

Or, ces trois équations d^rïient itmnédiatemeQt 

aa'-^bi/-i' (ap + hq){a'p + h'q) = o , 
ou 

équation qui, par la substitution de p et 4.P^*^ ~>^t r;; ^^~ 
vient, en ônlonnant convenablement les termes, 

c'est la condition pour que deui tangentes conjuguées, représea-> 
tées CD direction par ^ et 4i soient réciproquement or^thogonales. 
Cette équation âp}Nirtieiitdonc élk-toémÈ-aàxIignels dêx;ôlùl)iïre. 

Donc tes Hgnc^, tIe^ denx a^émes de courbure sont données 
en ^ et 4 P^ tcleux «^atioHà,. rdne'(Â) , «ipfimétntBeirietn^ 
cfu'eUês sobt dirigées âUiVantdes tangentes conjuguées, Fàntre (B).,' 
^u'eUes M. croise^ à 90^ droit RafipitHilLbns ces deux écfmtioQÉu 

Si nous faisons \-Çp*^r'f pq = ^^ 1 +ç'=/, l'équation (B) 
sera d*one forme entièrement semblable à TéquatioD (A) , c'oA-' 
à-dire que r et /, * et *', / et i' , y entreront absolument de \à. 
même manière. .,, „. . ■■.."■. 

Il est d'ailleurs évident qu'il n'entre que des fonctions symé- 
triques de f et 4 ^aûs ■ 

(A)....r+*(lJ + 4)+ i^4=o. ^ 

CB],;. . . r'ir s\9 + 4) -+-' ''^4 = o- , \ . . . . ' 
Si donc non* voidons «bt«B' 4nc é^liea umqùe qtii eœbraatfe 
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à la fois les deux valeurs ■£■ àe ^ et -^^ eu prenant leur somme 
simple et leur produit, nous aurons ^*^ 

donc , d'après le théorème connu sur les coefiScîenta des équa- 

tiODS, 

est réquati*n unique, des lignes de courbure. Si, en effet, nous 
remettons pour r*, j^, /' leurs râleurs i+p\'pqf 1 4-5% nous 
aurons 

(C) . . . (ly [(ï+3-)*-J^€+ 1 [(1 + çOr- (» -t-p-Xl 

équation identique arec celle donnée par Monge , feuille xg^ d'Ana- 
lyse appliquée, et auparavant dans un Mémoire sur les déblais 
et remblai. (Mém. de l'Âcad. des Scienc. de Paris pour l'année 1 781 .) 
Cest aussi ce qui devait être , puisque nous arona «dopté le» 

f-*) Autrement : Ponr séparer f et iff, on obserrera qna les éqnatiou (A) ^ 
CS3 penvept être tnùea lam U forme ^+ j-p3=p, ^^—Jls^o, 
ce qui doui« ûimédiatemeDt 

équation qui donnera pour racinea la deux rsleuta f et ^ oorreapondfuitea & ^laque 
point, et qui sera elle-isëpie l'éqution difTËrentielle des lignes de conrimra, en 

«apposant qne p^^^ , soit l'équation différentielle de la couiIm touchée oon»^ 

tamnteotpar une des tangentes conjuguées orthogonales : cette courbe est dsiia C0 
Vfitr^i, UBfl lîjpie ^ JDom-ïtUT âe U no&Qé que «ans cossidéroiu, 
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âésignatioDS par lesqaelles ce géomètre a représenté les coeffîcients n^ mémoire. 
diâërentiels qui en sont les éléments. ». 

On peut mettre l'équation des lignes de courbure sous cette 
forme très-élégante, (Ç)... • ■ ' 

a)'(?-^>+i(^"-^>+(^-?)-=°. 

ou plus simplement 

Pour découvrir Tanalog^e des trois coefficients de cette équation, 
écrirons ainsi les trois rapports : 

.... r ■"" f t 

=•••••7 = ?. 
5...;; J=i£... 

Les différences a« — 3", 1"— 3*, 3* — a«, multipliées respec- 
tivement par les r^ s, t qu'elles contiennent , seront las trois 
coefficients cherchés. 

Il est plus utile qu'on ne pense, de donner aux rçsultats ana- 
lytiques une forme symétrique et Ëicile à retenir : celle-ci est d'au- 
tant plus remarquable que , tout en soulageant la mémoire , elle 
rappelle entre les r, s, t et Its p , q , une analogie qui se 
présentera souvent , et dont la considération nous sera d'une grande 
utilité. 

On Toit par la marche que nous avons suivie, qu'on peut éga- 
lement représenter le système des deux lignes de courbure , par 
une équation unique, 

('')-(I)"K'+î*>-W«]+|K'+î")'— (•+J'")fl 

i3 
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U« MÉMOIRE. OU 

et par le système très- simple des deux équations 

(A).... r+j(? + 4)+,ï^4«o, 

ou 

(A)....r+j(ç + 4) + fp4 = o, 
[Rj. . .. /+/(?> + 4) +i'H = o. 
Dans ces dernières équatioos, ip et 4 représentent sur le plan 
des X, y, des tangentes tsigonomAtriques a[^rteiuDt à la direc- 
tion des lignes de courbure. Ces dernières équations ont l'avantage 
de présenter isolément les relations de ^ et 4 avec les éléments 
du premier ordre p, q, et avec ceux du second r, J, f ; de ma- 
nière que lorsqu'on n'aura besoin de connaître qu'une seule rela- 
tion entre f et 4» on pourra choisir celle de ces relations qu'on 
Toudra , suirant que les éléments du preipier ou du second ordre 
seront plus ou moins avantageux à employer. Paiouterai y enfin ^ 
que toutes les fois qu'il s'agira de déterminer des relations quel- 
conques entre les lignes de Tune et de l'autre courbure, il sera 
plus fecile et souvent plus élégant de se servir du système de ces 
équations, que de. comparer entr'elles les valeurs radicales de 
l'équation générale (C) qui embrasse à la fois les lignes des deux 
systèmes de courbure : c'est ce dont nous présenterons plusieurs 
exemples. 

ARTICLE III. 

Des rayons de courbure des surfaces et de ceux de leurs 
sections normales. 

Pour détermmer sur la sur£ice quelconque (S) ayant pour équa- 
tion du premier ordre, dz^pdx-^qdy, le rayon osculateor 
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d'une section normale i;ae1oonque au point x ^ y y k; en appekiat' n» mémoire. 
x', y, zl les coordonnées da centre de courbure , et / la gron- 
deur du ra jon , nous auiXHis 4'abord 

/•=î(x— *')'+(^— /)'+ (e— 2'3'. 
Mais le rayon f est dirigé suivant la normale de (S) au point 
Xiy,%\ il feudra donc que ses extrémités ou les points w , jy , z 
et x', y\ z' soient l'un et l'autre sur cette normale , dont les 
équations générales sont . . 

« — X+p (z — Z) = oj 

J'-^Y + î (z— Z)-=<V, 

X, T; Z étant les coordonnées courantes; x^y fZ celles du point 

d'application sur (S) : donc nous aurons ^itre x, y ,%ttx'y y', z' 

les deux équations de condition , 

* — X' + J5(Z — Z')=z0, 

, y — y-f-.î (z — z') = Oi 
non 

/•=Cz-z')»Ci4-/'' + 3') et /=(z-z'Ji/(iH-/ï»+î»i 

fiiisant donc «= i/(i— /»'+?'), on a , 

/^,«(r-z'),. ... 

Marchons maiiit«iaiit sur la surlàce (S), dans le sens de la section 

nonoale que nons c<Hi8id'érons et pour laquelle ^ s= >{/. 

x, y ■, z variant infiniment peu de grandeur, le rayon f et les 
coordonnées x', y't z' du centre de courbure ne varieront pas : donc 
la différentielle de / ou de /* sera nulle , ce qd donne pour dififêren- 
tielle du premier ordre, à cause de (^ = 4*/*, d'y = ■«l''''*'' 

o=x-x'+(j'-/)4+Cz-*')C/'+î4)» 

et pour différentielle du second ordre , . 

0= X +4'4- (.i>.+ î4.)' + (2 — z'yC>+iM4+ H')» 
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n»>* HÉMOiBE. en observant que les deux termes (y — y' ) ■^' -j- (^ — ^ ) 9'V 
s'éyanouisseQt d'eux-mêmes en rertu de Téquation de condition 

y —y H-?(2— 2')=:o..Ona donc immédiatement 
-- ->_ • ^+p' + «pyl'+(' + ^)^ 

ou bien, en reprenant la notation /, s', ^qae nous avons déjà 
employée , . 

^ ,/_ Z + ay^'+f'^ 

et par conséquent, 

équation où 4 > comme nons Tavons dît, est la tangente frigono- 
métrique de l'angle formé par l'axe des x et par la projection , sur le 
plan des X , y, de la touchante de la section normale que nous 
considérons. 

A présent, comparons ce rajon de courbure avec celui de la 
section normale qui passe par la tangente conjuguée à la première 
tangente, et conservons aux âgnes '\ et f l'expresàon que nous 
leur ayons donnée jusqu'ici.. 

(A).... r+*(flH-4) + «P4' = o 
est, cfflnine nous savons, l'équation de condition à laquelle deux 
tangentes au même point de la sur&ce (S) , doivent satis&iiï pour 
être conjuguées, ffommant P ïé rayon de.ta.section normale cor^ 
respondante à p , nous aurons évidemment 

" r + a*ç-+-(f» ' 

Demandojis-nous quelle doit être la valeur de P + f , somme 
des rayons f ett de deux sectiOTis conjures ? Elle sera d'abord 
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Réduisons les dera fractions du second membre an même déno-ii.. jmioinE. 
mioateurj et ponr le fidre avec plus de simplicité , obserrons 
d'abord qu'en retranchant de chaque dénominateur la quantité 
'• + «(»+4)4-«?4=o> on n'en change pas la Taleur. Mais 
alora ils deviennent , le premier, 

M—t)+HH — i')=(4—fXs+H), 

le second, (if—^)(s+tp). 

Réduisant tout an même dénominateur, nous aurons 

r + p— - y-*-"'-l-+''-l^)('+'«i)-y+ay>+<-, .u.-4.i^i 

Développant les produits du numérateur , et supprimant le» termes 
+ /*—/! + ns't^^ — as'«p4 , qui se détruisent, on a 

— r't.-f, — is's.iii — ts.f — t'p^.f. 

Divisant par ♦ - 4 =_(4,_^) ,-q„i disparaîtra des deux termes, 
il vient 

rt _ ayj — txs((> + 4) + 1|)4] , 
O" T't—is's + t'r, 

puisque l'équation (A^ donne i('P + -i) + tf.f,= — r. 
Donc le numérateur de f+V se réduit simplement à 
«(r**— «'j — Cr); 
et de même le dénominateur 

(i + H)(î+«>)=i'+t[i(»+4)+ï»4]=j._rt, 

ou —(rt—s-'j: 

donc enjSn, 

■OU, CD développant, 



rt— *• 
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«"•MÉMOiBE. Oq observera que cette valeur de p + P est indépendante do 
<p et 4'* d'où résulte cette propriété génà-ale des surËices: ha 
somme des rayons de courbure des diverses sections normales 
d'une surface quelconque , coiy'uguées et prises deux à deux, 
est pour un même point de cette surface une grandeur constante. 

Les rayons de courtiure de U surfece m^e^ appartenant aux 
sections nomlatea faites suivant les tangentes conjuguées récipro- 
quement orthogonales , il s'ensuit que la somme des rayons de 
courbure des sections normales conjuguées est une constante 
égale à la somme des deux rayons de courbure de la surface , 
au point que l'on considère. C'est, comme on voit, une équa- 
tion du premier degré, entre les deux rayons de courbure d'une 
surËice en chacun de ses points ; et cette relation est par consé- 
quent d*un ordre encore plus simple que celle qui réunit les tan- 
gentes conjuguées et les lignes de courbure j puisque les équations 
(À), (B) de ces li^es ■ «ont 4'uoe et l'autre du second degré 
en ^ et 4- 

Si nous voulons que p et P ne soient pas seulement les rayons 
de deux sections normales conjuguées, mais qu'ils soient particu- 
lièrement ceux -de courbure de la sui^ce, il iàudra que ^ et •>(/ 
soient alors Ués entr'eox par les relations qu'établissent les 
équations (A) et (B) des lignes de courbure. Pour cela , il faudrait 
généralement prendre les valeurs de f et P en ? et 4» supposer 
entre ces deux dernières grandeurs les relations données par les 
équations (A) et (B) ; les élimmer de ces quatre équations , ce qui 
donnerait d'abord les valeurs radicales de p et P': en disant en- 
suite disparaître les radicaux , on s'élèverait à l'équiuion unique 
qui contient les valeurs simultanées de f et P comme racines. 
Mais cette opération effectuée ainsi , jetterait dans de trop lon^ 
calculs , et l'on peut parvenir, au même résultat par une voie moins 
pénible : la voici. 
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Comparons d'abord lea valeurs de (p) , (P) ; (A) et (B). u 

(p;---- r «• r+2i,H-ï4^» 

(P), ... P «- r+fl^ + (.!'• ' 

(A)..., o= 7- + 4 C4> + +) -H ip4. 
A la seule inspection de ces valeurs ainsi rapprochées, on voit 
que les numérateurs de f et P se déduisent de leurs dénomina- 
teurs , comme l'équation (B) se déduit de l'équation (A). Il suffit , 
en effet, dans l'un et l'autre de ces cas, de changer r' en r, s' en Sy 
i en t Mais en cherchant la valeur de f-^V , nous avons vu 
que les dénominateurs de f et P se réduisent, au moyen de l'équa- 
tion (A) , à 

(4_^)(, + 4) et (?-4')C*H-^?)- 
Donc, au moyen de l'équation [B], leurs numérateurs se rédui- 
ront à 

C4-*)(^+*'4) et (f-4.)(y+ï» 
Les rayons / et P , lorsqu'ils sont les rayons de courbure , 
prennent donc d'abord cetto forme très-simple , 



[P] = -./^. 



(*) Si l'on observe que lee iqiutîoi]. (A) et £B3 peuvent être teiset sous la 
forme 

(A).... r + s+ + (> + !+) • = 0, 
CB].... 7'+l'++(^ + l'+)f =0, 

ou yetr. T.e i±# = tiit , de „«„. i+^^t±^. 

Donc aosai lea deux rayons de courbure de la surface peuvent être présenta 
soua cette forme 

[,:...., =_..1±^ et cpx..p=-./^'. 
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' MÉMomE. Ces valeura développées donneront , ': 

r.i == _ « W + C<+?'H 

in— «• ,+^ . 

rm —- _ a p? + <'+'?')» 

Maintenant, pour obtenir une écpjation unique qui donne simul- 
tanément les valeurs [j>] et [P] , comme déjà nous en connaissons 

la somme f4-P= — * rt—^ — * 

Nous n'avons plus qu'à chercher la valeur de leur produit /F. 

Or , rt — s' est le produit des dénominateurs : donc *'(/£' — s')* 
est celui des numérateurs. Donc enfin, 

Ainsi le système des éqaati(3ns qui font connaître les rayons 
de courbure est 

rn r I p — C"*'g'^''~''P^-'+C'~>"P'^' a 

[II].... /P = ^. 

Donc réquation génénile des rayons de courbure est , en appelant 
R la racine commune , 

(rt~ î*)R*+[(i +P') t— «m+ ( 1 + î') '■] /(i +P'+ î") • f^ 
+ (!+/>• H- î-)'=o. 

Mongo a désigné rt— i* par^, (i +/;") t— apjî+Ci+î') r 
par A, et )/(i+/>'H-g")par*, et ilaobtenu^'+MR+i*=o, 
pour équation aux rayons de courbure : l'identité de ces résultats 
est évidente ; cette équation peut être mise aussi sous la forme y 

R'(rt—j') + R(rC — !!«'+(/)(/«' — /")■ + (''<'— ■'") = <'■ 
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Les r^exKHis qae nous avons présentées en parlant des équa- U'* iiâiioiRE. 
tions des tangentes' conjognées et des lignes de courbure, sont 
paiement ïqij^icaMes id, où nous foisons entrer séparément 
dans > nos calculs les rayans de l'une et de Tautre courbure , 
consne ceux des deux sections normales conjuguées. Ainsi nous 
en tirerons les mêmes conséquences sur les avantages que prér 
sentent l'empla de ces éipiationcr, dans l'analyse des sur&cea dont 
les coiiii>nres sont liées entr^elles' par une loi quelconque., > 

Avant de terminer cet article, nous ferons remercier une fonc- 
tion symétrique des deux rayons de couri)ure [/] et [P], dbntla 
considération est très-importante Puisque 

m. .-., + p = - ,. (-+0'— w+c+f>' , 

et [n]......,P = ^, 

pp ■ — -^ -_--t-j. 

Cest la somme des valeurs inverses de [/] et [P]. 

On aurait pu, d'ailleurs, tirer immédiatement la râleur -+ 4 
de réquatîfm du second degré en R dont les racines sont / 
et P i car, en y mettant ^ pour R , on aurait eu pareillement pour 
second terme réduit, et pris avec le signe moins, 

c'est la somme des nouvelles racines - -H p* 
ARTICLE V. 

Du plus grand et du plus petit rayon de courhure des sur/aces. 

Nous connaissons déjà la limite qui sépare les deux courbures 
4'aiie sur&ce courbe j mais nous ig^o^on8 enc<«^ quelle est, pour 

>4 
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UMMÉHOiAE. diacuoe d'elles, la seconde limite de cette grandeur^ celle qui , 
par exemple , pour tes petites courbures , présente la moindre des 
courbures; et qui, pour les grandes couiitures de la sur&ce, pré* 
«ente la plus grande des cooiliurcs. Propoaour-uous de délcrmJBar 
ces raleors extrêmes. 

Il est évideat que ces coorbures correspondent à la plus grande 
et à la plus petite Taknr que puissent prendre les rajons / et P 
des sections normales de 1» surface. 11 finit donc que leur râleur 
soit alors un mcacimum ou un minimum , et par conséquent, que 
leur diâerentielle, prise œ passant d^ rayon au sarrau, sait nuHe. 
Or, le rayon d'oae aectioa -normale qudcooqœ est ( artifik 
précédent);, 

(p)..../ *-v+«f + i^* 

Donc dfK=Oy prii par rapport à -^ , donne iimnédîatem^t 

(r'+ 9*'4, -h /'4') (*+ t^J - Cr+ 3*4 + '4')(*'H- ''4) =o. 
d'où 

r + Oi-i + t^ . t+M' 

Mais le premier membre de cette équation , multi[>lié par ■^. et , 
est la valeur du rayon de la section normale qui doit être un 
maximum ou un mifiirtnem ^*>y 

Et le second membre, pereinement multiplié par — a, est ceUe 
du rayon même de courbure de la surfoce ; c'est-à-dire , du rayon 
de la section normale dirigée snivant une dea lignée que bons 
avons nommées lignes de courbure. La courbure de la sur/ace 
est donc effectivement un maximum ou un minimum ^ suivant 
les lignes dites de plus grande et de moindre courbure. 

i*> Des deux yaleurs .^ et ^ qui correspondeot a,uï deux s.ectioos nonnaje* 
liinitea, Tune est an maximum qu&nd Taiitre est un mûi/mum ; puisque leur 
somme eit égale i celle dsa rayons de deWc sections normales conjugêeg qtietaanqnes. ' 
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Dans l'article XI de oe S « nous arons déterminé les lignes de i^" héMoiw 
courbure par leurs relations arec les tangentes conjuguées ; nous 
venons de les déterminer maintenant par leurs relations arec la 
courbure des sectioi» normale» , et ndus rentrons ainsi dans k 
cercle des propriétés à qui elles ont dû leur dénomination. 

Et pmsque nous arons fait roir que les directions des deux 
li^es de courbure qtâ se croisent en chaque pmnt , sont conslam* 
ment orthogonales , il tant en conclure cet admindsle théorie 
dTuler, qui a été pour la géométrie moderne la source des plus 
grands progrès : 

En chaque point d'une surface, les deux directions de plus 
grande et de moindre courbure sont constamment à angle 
droit. 

Mais c'est îd le lieu de fldre eoatakn les aaKres propriétés de 
la courbure des surfaces t qa'oo doit À ce géomètre si féoood en 
r^uUats heureux. 

AaTICLE V. 

Démonstration de pim*€urs Uiéorêmes d'JEiUer sur la tournure 
des sur/aces. 

Pour opérer arec phu d« facilité > sans noire d'aiUdurs à la 
générafite des résultats: ,.(f)44»08(H>s que le i^an tang^ en ««jKtZ 
soit parallôle au plan dea m, jr : o% qiii ne obango rîea à la, forme 
de la sur&ce ; alors nous aurons. 

3^=^P—o, ^=î— o; d'où «=/(lH-J7'4-g')=l; 

et ensuite . ■ ■ 



izedby Google 



io8 DÉVELOPPÏMENTS DE GÉOMÉTRIE. 

Donc enfin on a , pour le rayon nonoal queloonqne , 

/.■\ . — ' + *' 

«• (.-,)■■■■ 7- r++=~- 

Maintenant^ à la place de la tangente 4] mettons la tangente 
d'une section perpendiculaire à la première , c'est-à-dire, — i ; 
nous aurons un nouveau rayon / qui donnera 

(.f)---- ,■ , + 4- . 

. et par conséquent 

Mais ce résultat ne contient pas •l' i donc la sonuue - + 4- roBVera 

f f 

\a même pour tontes les valeurs qu'on pourra donner à 4 j il 
feut donc en conclure ce théorème général : - 

Si deux 'sections planes sont faites à angle droit suivant la 
Tiôrmale quelconque d'une surface , en divisant l'unité succes- 
sivement par les deux rayons osculateurs de ces sections, la 
somme des deux quotients sera constant» dans toutes les po- 
sitions que pourront prendre les deux sections normales quel- 
conques. 

Passons à d'autres propriétés. Sans rien changer à la coupure 
de la surbce au point x, y , z, ncm - seulement nous pouvons 
supposer />== o , 9 =: o , mais aussi f^«. (Puisque la transfonna- 
tion générale des coordonnées orthogonales permet de disposer 
arbitrairement de trois grandeurs. 

Par cette nouvelle hypothèse , Téquation des tangentes conjuguées 
(A).... r + *C^ + ^|,)H-(i»4=o, 

âevieiKlra simplement 

r-^tp-^^o, 
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Si maintenant on veut avoir les raleors de^ et 4 qui' concft- umitiiÊOlBSL 
pondent aux deux directions des tangentes conjuguées ortlit^o- 
uales , c'est-à-dire , aux directions des deux courbures principales, 
leur orthogonalité exigera qu'on ait i + p4 = o. Pour que cette 
équation n'impbque pas contradiction avec r+t^ == oj il ftudra 
que f^ devienne de la forme ~ (à moins qu'on n'ait r=t, cas 
particulier dont nous nous occuperons avec diétail). Ainsi 9 sera 
nul, et 4 ioSm. Mais f et 4 représentent ici, par hypothèse, la 
direction ^ des deux couihures principales : donc lorsque s =s o ^ 

les directions des deux courbures principales de la surface sont 
celles mêmes des axes des x et des j. 

Par l'hjpothése j = o , la valeur inverse du rayon f une section 
normale quelconque devient 



(;)• 






tandis que la valeur inverse des deux rayons de couri>ure devient , 
en ûôsant tour à tour dans cette expression 4=0 et 4 = s > 

Si donc nous observons que ■ f^ est le quarré du cosinus de 
Tangleforméparraxedes x, avec la section dont p est le rayon; tandis 
que - jT - v^ wt le quarré du sinus de ce même angle; en le dés^nant' 
par a , nous aurons immédiatement 

(i)=[^]cos--+£i]8in--i 

c*est-à-dire que « la valeur inverse du rayon ^une section nor- 
male qudcMque, est égale à la somme des vatèm^ inlreraës des 
deux rayons de la sor&ce mAme, muhifi^ req>eotivas«iit pur le 
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quarré du coéinas^e l'abgle que fonnedi(>qii6directi<>n principale 

de coUrbura, aT«c la section nonnaie qoe ron Considère, D 

L'éqoatioii précédente peut élre mise immédialsinent sous cette 
forme 

/.->-, ,,, C/>,3 

^ ' ' f SUl* « + f , CM" w 

UaU , par los principeB d« k trigonoaiôtne ^ od sait i{He 
sin* û» ^ j — -j- cos ac» , 
co6'» =s: ^ + I C03 a*j 



(PJ-I 



^/>0 



Ce derDier rapprochement fournit la constructioii la pfaiB élégante 
et la plus simple pour déterminer le ra70iL(^) d'une section 
normale quelconque , en fonction ,de l'angle « que £)it le plan de ~ 
cette section avec l'une des courbures principales. (Voyez la note II.) 

ARTICLE Vî. 

application des Ûiéorémes-^récéSènts à la Utiorie de l'action 
, , capillaire. 

L'àUlèur de la M^lïamcrae Céleste , après aroir développé les- 
lots de TattracUon des grafid«a tnasseï [dsmétaires, a transporté 
la même analyse à ces phénomènes si délicats que, pour indiquer 
la petitesse des distances qui les rendent sensibles, on a cru devoir' 
donner à leur cause' le Uoia' -d'actioÂ ^piUaifê. U n'entre pas 
dans notre sujet de parler des méthodes de méchanique par les- 
quelles sAzft développées les lois de Ocftte attracdoû Bmgnliére j 
mais la ntâme théorie offrant une d^s applioationë les- plus mar- 
quimM- «t le6' phu heiBréuse» des ^pnétés du ocmlitÈt et de la 
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éonrbnre dès ànriaces, nous devtHis fiùre connaitre f esprit de hmi^hoims. 
cette application : par là nous répandrons un nourel înlcfèt sur 1^ 
mérités abstraites que sous venoas d'exposer. 

Lorsqu'un fluide communique entre deux plans fort voisins , ou 
dans un tube très-étroit , tantôt il s'élève au-dessus' du niveau 
naturel du reste du fluide ; tantôt il reste plus bas : rarement, enfin , 
se place-t-ll à la m<0me élévation que le fluide extérieur avec lequel 
il communique. 

Dans les deux cas les plus fréquents , la surface dd fluide élevée 
ou déprânée', nPest plus imriaoatale; ette est c«icafve ^ans le ppe^ 
znier, et convexe dans le second. 

Or, la courbure plus ou moins grande affectée par la surËice 
extérieure du fluide, et l'élévatioB oq la dépression de ce fluide, 
étant les effets simultanés iI'uuq même cause , ont entr'elles une 
relation nécessaire : exprirnoos cette relation. 

Supposons d'abord que la rarËu^ du fluide renfermé diùis un 
tube , &<»t sphérique. Chaque molétible de la cokume renfermée 
datiài le fiabc^ atim et est attirée smvant mie force qui, comme 
notia l'avbBS dit , n'est aenaitile qu'à des distances insensibles. Si 
donc 00 cherche y d'hures cette cwiditbn , TactiMi de fat masset 
fluide spbérique 'siir une de séa moléculee ; cette action dirigée' 
de la molécule au centre de la sphère, sera composéede deux pârtîeft 
bien dîstiiKtes,ruaeagi8Mntdekautenbfts,.l'Mtredehttâenhâut. 

I.api%iiBére K, tg.'s^,représeÀler» fè£fet de la iêmom fluide en lisk-' 
supposant terminée par un plan lOK ; la seecMcide représentera PeffËrt' 
opposééa reste de la masse fluide crài^se entre le pkin tajogmitlOK 
et la partie sph^^c MOM ( c'ieftt ce qu'cm appelle rakWnùçite). 

II est visible que si la.snr&ce K09iC «st coEtcâve , ta masse âulde 
étant composée de» deux parties EtOlEJ'^ MIOKN, Telfet de la- 
masse entière 8eraia.</ii^nr&nc«de leurs effets. (Voyez la note III.) 

Au contraire y si la sur&ce est convexe , fig. 5 l'effit de k s 
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U" JUtËMOiu. fiuiâe EHONF sera la somme des e&ts de la partie plane EIOKF, 
et du mënisque MIOKN. 

La première grandeur K est nécessairement indépendante de 
la seconde , elle est toujours la mâme ; tandis que l'autre ^ °°'^- 
est réciproquement proportionnelle au rayon / de la sphère MON; 
c'est-ànlire que si dans deux cas différents , le fluide est terminé 
par une portion de la sphère dont /' soit le raycxi , ou de la sphère 
dont p, soit le rayon , les actions des parties sphéiiques MIOSN 
sercoit représentées par ~- et - ; la demirsomme de leurs actions 
serait donc ^-(—-\ — ) : donc aussi la moitié de Faction totale 
du fluide sera ^ suirant les dew^ ça» , fig. s et 3 , 



K: 



=k;?+=> 



Arri^ns maintenant an cas général. 

L'action capUlaire n'ayant heu qu'à des distances insensibles ; si 
h est la limite de la hauteur où cette action cesse d'être sensible, 
U est évident qu'une portion sensible de sphère fluide la ^hèrs 
même toute entière n'ont pas plus d'action sur un point quel- 
conque , qu'un de leurs sc^ents très-petit , et dont la flèdie / est 
dirigée sur ce point. 

Mais dans Pétendue d'un segment très-petit, une 8ur&c« se 
confond sensiblement avec toutes les sur&ces qui l'osculent Cette 
action ide k sphère ou de son simide segment, est donc égale à l'action 
d'une sur&ce particulière dont )es deux rayons de courbure seraient 
sur la flèche du petit segment , égau^ au rayon de la sphère- Ainsi , 
par exemple , la sphère pgurraU être remplacée par une sur&ce 
de ijéYolution ayant son sommet à l'extrémité de la flèche du segr 
meot, et Je grand cercle de la sphère pour cercle osculateur d9- 
pe$ méri4ieVL9. 
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. De même ensuite , lorsque l^sur&ce du Suide est quelconque, 
le petit segment dont la flèche est y a sur tous les points, du pro- 
longement de cette flèche , la même action que le corps terminé 
par la sur&ce entière , ou terminé par une suriace quelconque 
osculant la primitire au sommet du petit segment (c'est- à-dire, à 
rextrémité de la flèche /). 

Mais au lieu de substituer une osculatiice unique à la sur&ce 
du fluide renfermée dans le tube, ce qui. ne serait que reculer Ift 
difficulté sans la vaincre, suivons une autre marche. Suj^osons 
guç la flèche f soit l'axe. du tube, ou simplement la normale à 
la surface fluide , qui est en même temps verticale ( on voit qu'ici 
bous" supposons le tube vertical). Menons par cette flèche ime infinité 
de plans verticaux qui tracent sur la sut&cq du fluide une : infinité 
de sections normales: ces plans^ d'ailleurs, étant tels qub chacun 
forme , avec le suivant , un angle constant d't. A chaque zone de la 
8ur£ice terminée par deux sections normales consécutives , nous 
pourrons substituer une zone sphérique ayant poUT méridien le 
cercle osculateur de cette zone \ car le petit filet triangulaire 
ONN'n , fig. 4, compris entre les deux zdnes sphérique et quelconque 
ONN', ONnj ce filet, dis-je, seratoujoursintnimentpetitparrqipDrt 
à la tranche OMNN'O comprise raitre la zone quelconque, et les 
deux plans consécutifs qui limitent les deux zones. 

Si donc le rayon.général de la section normale est / , on aura 
— pour Faction du ménisque entier , et — . — pour l'action, d'une 
fmncAe comprise enb-e ideux plans formant un angle dw{Tr est 
la demi-drcunférence). 

Mais nous venons de voir que cette action est aussi celle de la 

. tranche correspondante de la sur&ce quelconque ; on aura donc 

enfin f —• — pour l'action totale du ménisque terminé par la sur- 

&ce quelconque ; et parce que rf* et ir sont les mêmes pour 

x5 
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>* HÉHOiKE. tontes les valeurs de f, j'anrai simplement H — f- pour cette action 
du ménisque ; donc raction même de la masse entière du fluide 
sera K^ii—^J-, suivant que le ménisque MIOKNs^aconcaTe 
ou convexe. 

Si donc )e conçois qu'à partir d'une première section normale^ 
je détermine premièrement les rayons p'j f", (>'",. . . . dee sections 
Bormales disant avec la première un an^ égal à i, s, 3,. . .fois 

rf* jo8(pi'à^ ou Pangle droit; ensuite les rayons p,, p,,, p„, 

des sections normales formant avec la prenûère un angle égal 

à-, plus 1, a, 5,.. . Soi^diti il est évident que les sections ayant 

respectivement pour rayon p' et p, , p" et f„, p'" et p„^, etc. sercmt 
à angle drcnt **'. 

Mais on sait qu'en chaque point d'ane surfece , les valeurs in* 
verses des rayons osculateura des sections normales ionissent 
d'une propriété bien précieuse , c'est que leur somme est constante 
quand ils appârtieaneut à deux sections réciproquement orthogor 
sales. (Yojéz Tarticle précédent.) 

Oq a donc immédiatement 



Si donc je développe ainsi la somme des valeurs inverses - 1 
qui correspondent à cette section normale, j'aurai 

et comme le nombre des rayons pris deux à deux , est égal au 
quart de kt circonférence ^^''^ i divisé par Tangle dit des sections 

<■*) Afin de mieux Gxer les idées , dans la fignre 5, nous avons écrit /, f', f*, «te. , 
t/t tt> fm ^^ ^^ (lirectiau complémeatairea des sectiona nonualei retpectÏTe- 
inent pcipendicuJ^ns. ' * 
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«onaécutiTes^; cette é<|uatioa se réduit à 

Mais nous avoas prouré qne, le secovd manbre dç cette êqu^- 
tiôn r^résente la sonunç de» «étions de deux 9pbèr«9 fiy&tA pour 
rajon ^' ^t^ f'? taodii que le preoiier Diernlve repi^ente TîictîOii 
même de la masse fltôde, tenniaée par nae sur&ee quelcaaqus, 
pour laquelle f et p, sont les rajpn» de deux sections normales 
feites à angle droit dans kt surface. 

Dtmç, enfin, /'oeûCK du fluide terminé par une eurface 
quelconque , est sur un point donné de la normale à oeOé «ua- 
,fitce, égale à ia demisoiftme des actions de deux sphères, ayant 
respectivement pour centra et pour rayon, le centre et le rayon 
<&atîateur de deux settiotia normales ^tes à «^gl0 dr$it sur 
ia mrface du Jlnidû {ei Jaiten paJ- J0 pfiint donné y 

Mais les deux directùvis de plitf grande et de mfnadre courbure 
sont toujours à ongle droit : si donc nous concevons les deux 
sphères ayant pour centres les deux ceotres de eotu-bure de la sur- 
fikce , et pour rayctos les 4wy Eajpas ««oiUateqrs, U œoilfé de leur 
action totale sur un point de la norijnalc , sera précisémeQt égale à 
Taction de la surfece quelconque du fluide ^*\ 

Après aroir déterminé Paetton da flûde sur ses propres mo- 
lécules; il iwit déterminer la figure raéioe de la swËuce qui le 
termine y et cette recherche est eno^re plfs délicate que les 
précédentes. > 

Lorsqu'un fluide animé par fes forées qaelctmques est ^ «qui- 



C*) Quand nous parlons de l'action d'une surface , il s'agit toujours 3e l'actîoa 
d'une masse fluide terminée par cette surface. * 
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n« MÉHontE. libre, si l'on conçoit un canal dont I«s deux extrémîÈés aboutissent 
à la sur&ce de ce fluide , il, feudra que la partie du fluide conte- 
nue dans ce canal ou syphon, soit d'eHe-méme en équilibre en 
Tertu des forces qui agissent sur Jui. Si donc la sur&ce du fluide 
est AOB, fig. 6, il feudra que la partie du fluide contenue dans ' 
le canal quelconque NSO soit d'eUé-même en éqidlibre. 

Or je Tois d'une ' part , au pokit O ( en nonimant p' et p, lés 
deux rayons de courbure de la surËtce pour ce point), que les 
ibrces qui agissent sur le caoal sont en somme 



^-?(Kr)' 



tandis qu'au point M (&' et R, étant, pour ce point, lea rayons de 
cotu1>ure de la sur&ce du fluide] je vois les forces 

: .^--.{b+k) • 

plus le pofds gz d^e colonne d'eau dont la hauteur OMs=z diffê- 
rence de la hauteur du, fluide dans lea deux branches du canaLPai 
donc enfin pour l'équiUbre du fluide de ce canal , 

Mais la théorie de la couri)ure des surfeces nous a fait conns^tre 
( art.' V ) la valeur générale de ,1a sonune ^ 4- ff- ^es. yaleurs ii^r 
verses des rayons- de courbure , et elle est 

, (,4-?')r-aw. + u-t.p')« ^^^^^ la note V) : 

donc enfin. 



(a)... 



(■+<•)■— ai»l' + (' +P')' iW»- 



Telle est Téquation. géoérale aux clifiërentielles partielles du second 
ordre, qai appartient à la sur&çe du fluide. 
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Cette équation uue fois intégrée, présentera deux fonctions ar- 
bitraires qu'on déterminera, i*. par Téquation des parois du tube^ 
a', par rioclinaison des plans tangents à la sur&ce du' fluide aux 
points limites où elle aboutit aux parais. Or, par une considération 
très-fine , on fait voir que cette inclinaison doit être la même pour 
tous ces plans tangents. 

Si l'on obserre, en efifet, que l'action capillaire n'est sensible qu'à 
des distances insensibles ; chaque élément de la paroi du tube , 
dont l'attraction détermine la convexité ou la concavité du fluide, 
n'ayant qu'une étendue extrêmement petite , pourra toujours être 
confondu avec son plan tangent j la courbure du tube ne produira 
donc aucun e£fet sur la concavité ou la convexité du fluide au con- 
tact de la paroi. Donc rinclinaison de cette concavité ou de cette 
convexité sera constante dans toute l'étendue du conitact de la 
paroi du tube et de la sur&ce du fluide. 

Revenons à l'équation générale (a) de cette surface^ si l'on 
suppose qu'elle appartient à une sur&ce de révolution , ce qui a 
lieu quand le tube est aussi de révolution, cette hypothèse donnera 
entre p , q, r, s, t une nouvelle relation, ce qui particularisera 
la surÊice que l'on considère. 

L'analyse intégrale par laquelle on arrive esSa à Téquation de 
cette surËice , est trop savante et trop compliquée pour que nous 
puissions en retracer la marche , qui d'ailleurs n'a rien de com- 
mun avec notre objet: nous nous contenterons d'indiquer; par 
des considérations géométriques , ce que les calculs délnontrent 
rigoureusement. 

Rappelons-nous cette propflété que nous venons d'énoncer et de 
démontrer : La sur&ce fluide vient partout rencontrer, sous un 
même angle , les parois du tube qui la termine. Si donc on admet 
avec Laplaco, que cette surfece est à très-peu près sphérique, 
nous verrons que les ménisques MIOKN, fig. s et 3, soot 
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semblables dans les tubes de diamètres difi^«nts , mais d'âflleura 
homogènes , et plongés dans le même fluide ; c'est-à-dire que leur 
diamètre IK. est dans un rapport constant arec le rayon de la 
^hère MON ; or l'action du ménisque ^hériqoe MIOKN pour 
soulever la colonne OZ , est réciproque à la grandeur de ce rayon, 
tandis que l'éléTatioa OL due à cette actif», lui est évidemment 
proportionnelle ; donc la même élévation est réciproquement pro- 
portionnelle au diamètre IK du ménisque ou du tube. 

£t les mêmes raisonnements s'appliquant également au cas on 
le fluide est déprimé au lieu d'être éleré par l'action capillaire , 
il faut lut appliquer aussi la même conséquence, et dire que la 
hauteur de la dépression est réc^roquem^it proportionnelle au 
diamètre du tube. 

Lorsqu'on a deux tubes cylindriques enchâssés l'un dans l'autre, 
de manière qu'ils aient le mênïe axe, la snrfïice'du fluide est uâ 
anneauderéTolutiDn;or,iI est érâleiit que, des deux sphères tan- 
gentes qui osculent ses lignes de osurbure en diacuh des poînti 
les plus bad , Tune est la petite sphère génératrice de l'anneau même , 
l'autre est un ^a qui touche l'anucau suivant tout un cercle hori- 
zontal ; c'est donc une sphère dont le rayon est infini. 

Mais l'action d'une sphère étant réciproque à son rayon , quftnd 
ce rayon est infini , cette action s'évanouit I)onc y dans ce cas 
remarquable , la moitié de l'eCTet d'une seule sphère représente la 
demi-8omm« de Fefifet des deux sphères , égal à celui de la sutâce 
fluide ; donc ce dernier n'est ici que la moitié de celui q^ aurait 
heu dans un tube ayant pour diamètre la distance ccoistante des 
cylindres. 

Donc aussi , quand la distance constante de deux cylindres en- 
châssés l'un dans l'autre , est égale au rayon d'un tube capiHaire 
unique (tous ces tubes étant de m^e nature et ploi^és dans le même 
fluide)} la hauteur du fluide s^ftlamémedansrunetratttrecas. 
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Uais si le diamètre tks tubes enchâssés run dan^ l'antre devient 
infini , ces deux tubes représentent deux plans paralldes ; et les 
mêmes résultats ayant encore tieu, il en &aâra conclure ce théo- 
rème général^ comme le précédent , confirmé par respéhence. 

Xoi%qu*OD plonge dans un fluide, deux plans sitaés à distance 
capillaire y et parallèles » le fluide s'élère ou s'abaisse entr'eux de la 
même quantité qu'à ferait dans un cylindre de même matière que 
les plans , et dont le rayon serait égal à llur distance. 

Si les deux plans n'étaient pas parallèles , la surfece engendrée 
par le fluide serait une espèce de corne de vache , qui pourrait 
éb'e engendrée à très-peu près par le mouvement d'une petite 
sphère variable de rayon j les lignes de plus grande courbure se- 
raient partout des cercles presqu'égaux aux grands cercles de cette 
»phëre, tandis que les lignes de m(»ndre courbure seraient osculées 
par des sphères d'un rayon incomparablement plus grand j on 
pourrait donc négliger l'efifet de ces dernières sphères ^^ Mais la 
grandeur du rayon de la première sphère est partout proportion- 
nelle à l'écartement des deux plans , puisque toute la sur£ice fluide 
devant rencontrer partout ces deux plans sous le même angle , il 
Ëiut aussi que les sphères génératrices la coupent sous ce même 
an^e : on verra donc encore ici que les hauteurs du fluide (élé- 
vation ou dépression ) sont réciproquement entr'elles comme les 
écartements successif des deux plans : résultat également indiqué 
par l'expérience. 

Nous avons essayé de soumettre à la géométrie , le cas où les 
axes des deux cylindres ne seraient plus dirigés suivant une même 
droite , mais seraient simplement paraUéles ; et nous croyons y 
être parvenus en employant poor cela des considérations parti- 



(*) Du moins entre certaines limites ; car sa considéradoD peut influer d'une 
maniée plus sensible sur les points e^émes. 
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li-« UÉHOIBE. culières à la courbure â'un genre de surfaces dont nous avons re- 
cherché , il y a long-temps '*', les propriétés. Voyez la note IV. 

En considérant ensuite l'action d'une molécule fluide M placée, 
fig. 7, entre deux plans IF, IQ très-rapprochés, et le touchant sulrant 
une horizontale IH; malgré sa pesanteur, sa ntolécule peut remonter 
vers cette intersection IH, parce qu'en se rapprochant de cette 
intersection , elle trouve un plus grand nombre de points de cou- 
tact avec les plans qui Tattirent j or , l'inclinaison absolue et réci- 
proque de ces plans , la forme de la courbure de la molécule , et 
sa distance à l'intersecticm IH , sont des grandeurs nécessaironent 
liées entr'elles par les lois de Taclion capillaire. 

Ajoutons encore ici que les expériences les plus soignées con- 
cordent avec les résultats de la science. 

II est beau de voir ainsi la théorie ramener à des lois constantes , 
4es efets nombreux et variés , saisir par la force de notre pensée, 
des formes qui échappent à nos sens, les déterminer d'une ma- 
nière rigoureuse , et s'élever , par un enchaînement de vérités 
mathématiques , à tous les résultats habilement manifestés par le 
physicien qui feit parler les phénomènes, Telle doit être la véri- 
table physique ; telle , peut-être , par les efforts successif des plus 
habiles géomètres , la verronsruous quelque jour ainsi perfection- 
née dans toutes ses branches principales. Alors les hommes, 
luême étrangers à la science, apprendront qu'elle a partout des 
bieuËtits à répandre , et qu'elle n'a de spéculations oiseuses qu'entre 
les mains stériles qui ne savent rien utiliser. Maintenant hâtons- 
nous de revenir k la théorie de la courbure dés surfaces que nous 
avons peut-être trop long-temps abandonnée, poiu" en montrer 
Favantage et l'esprit par un exemple remarquable. 

C*} Dana ua Mémoire que j'avais composé étant élève À l'École Polytechmipie , 
et qui fut jugé digne d'être inséré dans ses Journaux : il s'agiss.ait généralement des 
«plières tangentes àplusieurs autres, et des surfaces enveloppes deces^ptères tan^ntef^ 
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ARTICLE VII. 

Discussion des formes de Ut couriujv des surfaces par la 
coTisidéralion des sections coTyuguées. 

Après avoir déterminé la valeur absolue des divers éléments de 
la courbure des sur&ces , et les propriétés g&iérales qui lient entra 
eux les mêmes éléments, servons-nous de ces valeurs et de ces 
propriétés pour discuter les formes que la courbure des surfaces 
est susceptible de nous offiir. 

Revenons donc aux équations fondamentales que nous avons 
posées. Nous avons vu que les systèmes de tangentes conjuguées 
sont déterminés sur le plan tangent par l'équation de leur pro- 
jecti4Hi sur le plan des x^y^ 

(À).... r^s (^ + 4) + «p4- = o, 

fXqam 

particularise le ejti^kxae des tangentes conji^ées orthogonales ; 
de sortâ que le système des équations (A) et (fi), appartient 
aux li^es de courttiire de k'sur&ce, et des d^ennine oom-^ 
{Aettenent. 

De plus , la valeur gâiérale du rayiHi de la seetkai ZK>rmaI« 
fiiite suivant la direction 4=^ ^^t» en représentant toujours 
V(i+J^'+3') par «, 

tandis qaè 

est la valeur du rayon de la section nopnale &ïtç sqivapt la di-, 
rectioa f cQi^ugnéo à 4' ' < > 

16 
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H" MÈMomE. Enfin , lorsque des valeurs générales (p) et ( P ) , on passe à la 
valeur des rayons de courbure de la sur&ce méme^ ces expres- 
sions se simplifient et deTiênnent 

et , 

En considérant la forme des surfaces, à parfo'r d'un qoelconquo 
de leurs points , et par rapport au plan tangent en ce point; ou 
tous les autres points de la suar&ce seront placés d'un même côté 
du plan tangent, ou bien partie sera d'un cÀté, partie de l'autre 
côté : cela est évident. 

Ainsi donc , la principale différence <pà se tfotcve entre le» 
formes qu'affecte la courbure des surfaces , est celle qu'elles ofifrent 
dans les deux cas âuivahs ; ils embrassent ensemble toutes les 
espèces de sur&ces, et elles sont nécessairement comprises dans 
l'un ou i'astre'd'és gènrèsi^i botrâs^nondl^t à ees deiK divisions. 
; Certaines sur&ees présentent , 'à partir d'un niême point et 
sous toutes les' directiâna possibles /leiurcôlirexitê dans le iii£m« 
Aens; par rapport aA {^n* tangent tn te point. IVacftres sorËicea 
présentent à la fois, à partir du même point, sous certaine '^ 
rbcti(Hi8,'letD:€onte>lté d'un côté du'f^n-tangeiit j et'soos d'airttes 
directiops, leur concavité par l'apport à ce même côté. Daijs U 
premier cas, il faut que les i^yons de courbure 4^ , toutes le? 
sections normale^, .aoient daps un même sens à paftir d'un' mëaùi 
point, et (par coi^équËnt ^que les 'èxprësnoib analytiques de 
leurs valeurs, soient toutes de même signe. Dans Je- second 
cas, au contraire', utie partie de» rayons doit se dir^er sur la 
normale d'un côté da plan tangent, et tous les autres rayons , 
changer de côté pitr tirppoit a ce phtâ ,' ^n' prenant ime dfréctroD 
opposée. Les expressions analytiques de teora valeurs doi^ntalo^s 
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aroir un signe positif ou négatif, suivant qu'elles appartienueut à ita* biênoos. 
l'une ou à Tautre de ces directions. 

Pour examiner avec exactitude ces diverses circonstances , il 
fout voir d'abord si les sur&ces sont susceptibles des formes que 
nous leur attribuons ; il faut chercher ensuite à quels caractères 
nous reconnaîtrons ces formes diverses : il iàu«. enfin déterminer 
pour chacune d'elles, tous les éléments que présentent en chaque 
point les sur&cçs daps l^ur. courbure. 

La valeur générale du reyon (f>)éififlt^fl' ^'^!^!''^^^tt^^''^ , 
j'observe d'abord que le numérateur est la somme de trois quarrés 

1, 4' «t (i> + î4)'f 

ainsi ce numérateur sera nécessairement positif tant que p , q 
et 4' 8«^nt réels , c'est-à-dire , pour tous les points de la surËice 
et sous toutes les directions possibles représentées par 4- 

D'aiUeurs la quantité «ss=j/(i+^4-2*) ***"* indépendante 
de 4 , doit avoir le même si^ie , quelle que soit la direction 
représentée par cette tBn^Bi&trigonométrique. ponc«ifin, «le dé- 
nominateur r-fts^ + ^l'* pourra seul être, susceptible de foire 
varier le signe du rayon f • » , 

Pour connaître à partir de quelles valeurs de 4 les rayons seront 
positifo lorsque 4 variera d^u.un sens , et n^tifo lorsque 4 var 
riera en sens contraire, il laut donc supposer seulement 

Cette équation donne immédiatemeitf 

où la raone 4 présente deux val^irs di£fêreat^. ExfuuinpDS q^ell«0 . 
peuvent être ces racines. 
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et voyons si 'i' et V satisfont à réquation (A) des tangentes con- 
juguées. 11 &udra pour cela que Ton ait 

on que 

r — ^-|-ï^:=o, • c'est-à-dire ,~ rt — j*^o, 

ce qui exigerait que les deox tangentes conjuguées 'P et 9_ fussent 
identiques. Nous examinerons ce cas en particulier. 

Si la grandeur s" — rt est positiTe , les râleurs que nous Tenons 
de trouver pour ■i' et useront réelles, et par conséquent p pourra, 
pour le même point de la sur&ce , avoir des valeurs positives et 
des valeurs négatives. Voyons à quelles sections appartiennent alors 
les rayons de même signe ou de signes diffîrentâ. Considérons pour 
cela deux rayons de sections conjuguées quelconques. 

Nous^vons vu, art III de ce S, que 

r-f. as4. + 4-= + (4-»)(» + H). 
r H- ai» -)- «p- = — ( 4 — ïXî 4- «») 

"' rt-s' = — (s + HKs + tf)j 

donc 

r + ai^+t^ £_+_N; ^_ _rt— _i^ 

r+iuf + lff ^-^l» O + fT' 

Mais le quarré ( j-(-tp)' étant nécessairement positif, il est évident 
que les deux dénominatsurs de f et P seront de même signe ou 
de signes diffirents, sliivant que H— s' sera positif ou négatif; 
donc , enfin, si partant de la direction t ,on donne à 4 toutes 
les valeurs possibles jusqu'à *, * prendra toutes les valeurs 
possibles de l'angle supplément du premier ( compris entre les 
directions -tet^); et alors, toutes les premières valeurs , celles 
de f, seront de même signe entr" elles; toutes les secondes. 
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celles de P, appartenant aux sections conjures des premières , w* mémoire. 
seront pareillement de même signe entr'elles : enfin^ ces valeurs 
de p et? seront toutes ensemble de même signe , ou toutes celles 
de P d'un signe différent de celles de p, suivant que rt — s' 
sera positif ou négatif; et cette propriété générale des tan- 
gentes conjuguées les diff'4rentie de tous les autres systèmes de 
tangentes. 

Fïous avoDS dit quMAes lignes de plus grande et de moindre 
courbure sont tangeffis aux sections normales conjuguées rec' 
tangulaires; donc «les rayons decourbure de la surËicesêront aussi 
de même signe ou de signe différent , suivant que 7t— f* sera po- 
dtif ou négati£ n Ainsi , la courbure des sur&ces sera uniforme , et , 
considérée sous toutes lés directions possibles, elle se présentera 
dans un seul et même sens , dès que les deux rayons de courbure 
de la surfitc'e, seulement, seront dirigés du même c6té du plan tan- 
gent. Lorsqu'au contraire les deux rayons de courbure seront diri- 
gés en sens opposés , partie des rayons des sections normales 
seront dans un sens,, tous les rayons des sections conjuguées à 
celles-là seront dans l'autre sens ; et, considérant les surfeces comme 
susceptibles d'avoir à la fois deux . courbures di£fêrentes et bien 
distinctes , nous dirons dans le premier de ces cas , que les deux 
courbures de la surface sont dans fë même sens, nous dirons dans 
le second, qu'elles sont en sens contraires. 

Observons en passant , que c'est parce que lès rayons des deux 
courbures principales peuvent .servir à indiquer ainsi la forme des 
sur&ces, qu'on s'est contente de les présenter seuls, connue les ' 
éléments de cette forme ; mais on voit es même temps que sa 
connaissance par&ite ne peut être donnée que par la considération* 
simultanée des rayom de toutes les sectii^ conjuguées. 
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ARTICLE VIIL 

Des omhiiics : conditions pour que tous les rayons des sections 
TujrmcUes soient égmix.au même point. 

Si l'équation (B), qui détermine les valeurs de ^ et 4 apparte- 
nant au maximum et au minimum de courbure de la sur&ce ; 
si, dis-)e , (B) était satisfaite d'elle-m< f et 4 sont suppo- 

sés appartenir à des tangentes con) » chacun des rayons 

des sections normales devant être u n ou un minimum 

par rapport à tous les autres, pour ondition n'exprimât 

rien d'absurde, il Ëiudrait que tous les rajons fussent égaux 
entr'eux. Supposons donc identiques Téquation (B) et celle (A) 
des tangentes conjuguées. It faudra que 

£iE:.«:, i±Pr=-i:,_P2_.-i, ou que i^ = 22 = 1+2:, 

pq *^ « » 1+9" t '1+9' t* "" ^"^ r — s t * 

ce qui réduit simplement à deux ces trois équations de condition : 
telles sont les équations, qui doirept. avoir Ueu^pour qu^ la surface 
puisse, au point que l'on considère, être osculéo par une sphère; et 
Ton voit qu'çQ ce point la directioa des lignes decourbure devientin- 
déterminée et susceptible d'^ne infini^ de valeurs d^rentes. C'est 
aussi ce que nous enseigne l'équation même des lignes, de courbure: 
rappelons-nous, en effet, que nous Ta vous mise sous la forme 

é(]uation où il est évident qu'en supposant 

r * t ' 

ce qui est le cas que nous considérons , tous les coefficients s'éva- 
nouissent, et ^ prend ta forme indéterminée 7, qui lui permet de 
satisËûre à une in&nité de valeurs, au lieu de deux seulement. 
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Ces points, trè^remvqûablçs sur les siir&ces, 6ht reçu la dé- 
nomination à'omhilics, qui convient parÊ*itentent à la forme 
qu'affectent autour d'eux , et la courbure de la sur&ce, et la direc- 
tion de ses lignes de couribûre. L'ellipsoïde de rérolution noos pré- 
sente en chacun de ses sommets nn de ces points ombilics. Nous 
savons, en effet, que les sur^ces de révolution ont toutes :pDur 
méridien les lignes d'une de leurs courbures; nous voyons toutes 
ces lignes méridiennes se croiser à la fois aux deux sommets de 
la surËice; et il est évident qu'en chacun de ces sommets, la sur^ 
lace est susceptible d'être osculée dans tous les sens par une 
sphère. 

U est sur les sur&ces un autre genre d'ombilics non moins re- 
marquable; toutes lés lignes de courbure ne viennent pas, comme 
dans Texemple précédent,' se croiser eu cliacun d'eux, et au lieu 
de deux lignes ( une de choqué courbure) qui passent par chaque 
point de la surface, on n'en rémarque plus qu*une seule '*^ qui 
passe par ces ombilics particuliers. L'ellipsoïde'^ et l*hypérboloïde 
elliptique ou à deux nappes,. nous oâriro'nt de semblables oWbi- 
lies: ils présentent un caractère analytique et géométnique qui les 
distingue tout-à-':^t dëd ciitibiâcâ de Tautrè genre. Bans le premier 

cas, en effet, la valeur de ^. est réellement f ,«, çpmipe I'Içt 
diqoe l'équation (C); dans le seomd C66, tt feul. rècouiîr aux 
ordres supérieurs au second, potir avbir^^ en.fi>nction des coeffi- 
cients différentiels partiels de la surËtce. 

Ces deux espèces d'oui^ilics appartiennent l'une et l'autre aux 
surfitcés dont les dettx courbures sont dirigées dans'le même sens; 
te» surfoces doa\ les deux ctfurburés se présentent en seais con- 
traires ne $ont pas susceptibles d'en arou'. Comme en effet , dana 

^ On plm générAlemeiiT , qu'un'DÔmbfe 'détermina. 
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cette, dernière classe, îl&ut que rt~- s* soit oégatif, il ftudrait 
aussi que la valeur de cette quantité , coucme de TideoUté des équa* 
lions (Â) et (B) pût être négatire. . 

Mais i±Pr = M=:i±2:: 

donc '*='--f^> *- = rô^i 

doue aussi rt~*' = 7-(i^-jj^.). 

équation qui se réduit à 

Or, le second membre de cette équation, et par conséquent le 
premier, est nécessairement positif tant que p,q et r sont réels. 

Ainsi les surËices dont les courbures sont dirigées en sens con- 
traires ne sauraient avoir d'ombilics. Cest une remarque que nous 
aurons lieu de &ire sur l'h jperboloi'de b^erbolique ou à une nappe , 
qui présente en une ÎTifinité de points, ses courbures égales mais 
dirigées 'eQ sens contraires, etipiî d'ailleurs n*a pas un seul ombilic. 

Si dans les dirersâs b^potbèses que nous venons d'examiner , 
on voulait obtenir la valeur p du rayon de courbure de toutes les 
sections normeles, il £iudrait y euf^oser entre p,q,r,s et t 
les relatîon?^ qne nous^ venons de déterminer. Alors cette vfdeuD 

deviendrait 

Or , cette valeur est indépendante de 4" ^^ ^us fêiît voir que 
les rayons de courbure de toutes les sections normales sont égaux 
entr'eux, 
Mais U Ëtut pour cela . que r et ï soient de ipéme ugae; cctr 
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dans le cas oà ces deux coefficients dlfilërentiels seraient de signe ii» héhoire. 
différent, r£— j* serait nécessairement négatif, et nous avons tu 
qu'alors les équations de condition qui Tiennent de &ire dispa- 
raître 4 de p , ne sauraient plus aroir lieu pour des points réels 
de la sur&ce. -■ ' 

Araut de terminer cet artide, il est nécessaire de répandre 
quelque jour sur une espèce de paradoxe. Nous avons tu que la 
somme des deux rayons de couirbure est 

p^r a. -^^—^ , 

et leor produit 

Si donc les rayons p et F sont égaux, quatre fois leur produit 
'doit être égat au quarré ^ leur somme ; et cette condition donne 
immédiatement . . 

[(H-î')r—apîJ + (iH-iï')t]* = 4 (« — *•).«'. 

Cette équation appartient donc à tous lés points où les deux 
.courbinres sont égales et dirigées dans le même sens : elle suffit 
s leur déânition complette. 
' Cq)endant nous avons tu que le système d'une double équatioa 

était nécessaire pour le même cas. Commet donc la coexistence 
de ces deux équations ne ditp^llé rien de plus particulier que l'exis- 
tence d'une seule équation qui contient ces mêmes vaiiables ? 

D'abord, c'est que t'équaticm unique contient les Tarîablcs (i+/>*)* 
{P1 ) » (i "t-î') > ï"» *î 'j éleTées à un degré double de celles des 
autres équaitions : Toilà la raison analytique. Ensuite , c'est que 
l'équation unique , Toise sous la forme 

Va*» rt— i* ^""rt— *•» ' ■■ 

17 
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u>* MÉMOIRE, est composée de deux membavs indépendants de la potàtion dés 
plans coordonnés qu'on peut chaîner comme on voudra (pourvu 
qu'ils restent rectanguleùrês enjeux) ; tandis que les équalioua 

r s ' s t 

n'en sont pas ind^endanles , et que chacnne d'elles exprime , par 
rapport aux axes des x ou des y séparémeot , les conditioDS pour 
que les rayons des sections normales pussent être égaux entr'eux; 
ou, ce qui revient au même, poiv que les tangeptas conjuguées 
soient constamment à angle droit ^*^. 
Nous allons montrer maintenant que l'équation mflqne 

n'est que la conséquence des àxxa. équatfens 

' +p^ p? _ ^ + «r 

r s t ' 

Four c^, nDU9 QbMnreroBS d'abord que 

<*' = i-fp'-*- 2' =»(! ■+-;»') (H-î')—^î'i 
«t conraie pw c«tte tranefiumatkHi, la preaùëre équation deTiMt> 
dé même que les deux autres , homogène çn i -f-p', J»?> i H- S*» 
et r, f , t, U esténdeot q«e U pramià-e éqaation «va Iwa en mième 
temps que les deux autres , m, en y substituant r, * , t pour i +p% 
i^ ) 1 + î' i elle devient identique : or , elle devient alors 

[rt— a^-H- ?*]•= 4(rt— **)(rf-<5'), 
équatibn évidente. 

VO On verr* dans le Mémoire «ÙTant que lea denr équations — — -^ ^^ — > 

Cl == ■■ "*" ^ . , ejçrimpnt les relations d« ax« dfu x, e\ dra y avec, la çmà» 

iadicatrice , ponr que cette courbe da «econd d^ré soit tm cerde ; tandis qn« 
réquatios niùqnQ exprime- qpe tous les dùnètEei de ' Vindicatrice sont égaux 
eut/eux, condiâaa équÎTaJente. 
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On felvît TOUT avec une ^le Ëicilité que la seule condition de ii-* mémoire. - 
l'^alîté des rayons, exprimée par l'équation unique, pécessite dans 
tons les cas Texïsteiice de ta do^le éqoation. Mais il Cadrait pour 
cela recourir à la valeur générale des rayons des sections notoiales 
qui, devenant tous égaux dès que les rayons de courbure le sont 
entr'eux , donnent inùoédiatenient , par cette seule condition , 

1 +g* w -„ '■*- g* 

t — j t ' 

Nous adopterons cette méthode dans le Mémoire suivant 
ARTICLE ÏX. 
Condidojis pourqiiun rayon de courbure soit nul ou infini. 

La géométrie ne nous présente pas les surûices divisées d'une 
manière isolée en deux grandes Ëtmilles, les unes à courbures dans 
«le même sens, les autres à courbures en sens contraires; elle les 
«mit pat une classe pWrtîcnlière de sorfeees qui, ne pouvant à la 
Ffgu«ar être eoctsîdéréo éonÉme appartenant exclunremént'à Vané 
niàrantredeéesfikmiUes, defiiit, à propremcàit parier, partie d'au- 
cune des deux, et leur sert de limite ommiune. 

Si donc on se représente l'espace comme 6guré par des sur&ces 
quelconques, ou parcourra foutes les formes possibles de l'étendue, 
en donnant d'abord aux deux courbures de la surËice la même di- 
rection, en agrandissant ou en diminuant de pins en plus l'une des 
courbures, pour la rendre îi^ie ou nulle j enfin, eu renversant la 
même courbure, pour la dbninuer ou l'accrottre de plus en plus 
dans ce nouveau sens. Nous allons étudier ta nature déd sur&ces 
dans cet état intermédiaire on: Vané des coorbtireB devenant soit 
infinie, soit nulle, n'appaili^it ^us à aucune lËrection, d'un côté 
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i5? DÉVELOPPEMENTS DE GÉOMÉTRIE. 

Q» MÉMOJBE. OU de Tautre du plan taagêntj puisque la ligne de coiiri}iire se 
place alors en entier sur lui. 

Supposons d'abord qu'un des deux rayons de courbure doive être 
infim, sa valeur étant , 

ilËiudraque «+^4,=oj car on ne peut £iîre/)^+(i4-9*)4' égal 
à zéro, puisque /7 et ^ , ainsi que a= v'Ci+p'-f-ç')» n'appartenant 
qu'au plan tangent, n'ont rien de commun avec la grandeur abso- 
lue du rayon de courbure; et cependant 4 serait ici donné en p 
et g seuls. Supposons donc s-^'l^^o. Â cause de l'équation (Â) 
des tangentes conjuguées, à laquelle 4 cloit satis&ire, on a 

rH-*(ç-h4)+ ^4 = °) <*u r+i4H-K* + H)=**j 
qui donne par conséquent encore r+^4 =°> ^^ laissant la quan- 
tité 9 indét^poinée : donc 

4 = — r;=__lj et rf— j-sso. 

Cest l'équation de condition qui doit Uer les coefficients du second 
ordre 7*, $, t, pour que la sur&ce ait une de ses courbures nulle. 
Dans ce cas, la ligne de courbure est osculée par une droite, et 
la surËtce générale , par une surËtce développable dont cette droite 
est une arête. 

Si, toujours dans la même hypothèse, nous considérons la va- 
leur générale des rayons des sections normales - ^ 

nous verrons que la valeur 4) (]ui rend infini le rayon [f] de cour- 
bure de la sur&ce, rend aussi infinis tous. les rayons p. Eu efifet, 
les équations de concHtion r4-*4==o, (i-|-*4)4='^ ajoutées 
membre à membre, donnent T-^%S'\'\-t'\-*^ssioÇiAQw^3iDAté\sxûX 
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THÉORIE. SECTION I. i55 

multipliée par 4)- Htaîs ^ n'entrant pas dans ces équations, reste ii» mémoire. 
toujours indéterminé : de là résulte ce théorème général : hOTS- 
qu'un des rayom de œurbure de la surface est infini , ce seul 
rayon est celui d'une section unique conjuguée à toutes les autres 
sections normales. Ainsi . toutes les droites qu'on peut mener 
alors , à partir du point de contact, sur le plan tangent , sont con- 
juguées à la droite unique qui, au point de tangence, présente 
arec la çur&ce un contact du second ordre; et déjà nous «ntre- 
rojons tputes leâ propriétés des sudàces déreloppables. 

Dans le cas où l'on voudrait que les d«ux rayons de courbure 
ftassent à la fois infinis, on aurait aussi pouir le second r4-5^^o, 
^ -f* 'f = o. Comme ces conditions ne donneraient pour ip que la 
valeur trouvée tout à l'heure pour ^^ ^ l'on voulait y satis&ire 
au moyen de f), nous n'aurions pas atteintuotre but; car onpour-i 
rait toujours satisfaire à l'équation . 

(A). . .r -f-s(4>H-4)H- <^4 = o, 

en mettant au lieu de ^, non la valeur unique de 4» i^^i^ ui^o 
autre valeur quelconque (ir). Il iaudra donc que les équations 

" rH-j?=o, r+j4 = *'> 54-*p=Oi *+t4-=:o 
aient lieu indépendanunent de f et de 4» ^ T^' exigera qu'on ait 

r=Oj 5=0, t^o. 
Or ce sont les équations différentielles partielles da plan , pour le 
second ordre; donc alors la sur&ce est osculée par un plan, et 
les directions f et 4 ^^^ tangentes conjuguées deviennent absolu- 
ment indéterminées. Ce point est un véritable ombUic, puisque les 
deux rayons de courbure devenant infinis sont égaux entr*eux. 

Si nous supposons, au contraire, que, le rayon p devient nul, 
il Ëiudra que .f-H4 devienne infinie ou r-hï4} ^^ comme ce ne^jeut 
éUe 4 *l(i> 1^ devienne, en général; il Êudra que r, j ou f, se- 
parém^t ou ensemble, le soient. Ce cas appartient à la discosuon 
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lU- DÉVELOPPEMENTS JDE GÉOMÉTRIE, 

u« MÉMOIRE, des valeivs sÎBgaliéres que peureat i»r<aiâre lA'cObSicieDte diflë- 
rentiels : leur exaipea est facile ; mais il œ doit pas noas occuper 
actucUement. Sans analyser eette dernière hypothèse , noos nous 
c<mteDteroDS de dire qu'allé a lieu lorsqu'un des centres de cour- 
bure Tient se plnc«r sar la sor&ee» ce qui exige que ce point 
soit «QguËer ^ oa sur la surface primiiir e y on sur celle de ses ceittres 
de courbure. Enfin cette suppontion d'un rayoa de courbure nid , 
n'influe en rien sur la raleuc de l'autre rayon, qui peut être zéco, 
fini ou infini^ selon i|ue le dénominateur, de l'autre rayon sera 
infiai , limité ou nul. Dans tous les cas » ^nne des lignes de.cour- 
l}ure sera «sonlée par un point , qui sera le point même que Von 
considère, et la aorfece sera cosoplettcment osculée par œie lïgpe 
eourbe : ce sera la ligne de conrtwrc.dont la conrbtu« ifest pas 
nulle aa. point «ngttMer. 

ARTICLE X. 

Emploi des équations ^métri^uês par rapport aux deux rayom 
de courbure, dont la discussion des formes des surfaces. 

Nous venons de. parcourir successivement les principales variétés 
que présentent les formes des sur&ces. Pour mettre de l'unifor* 
mité dans la marche que nous avons suivie, nous sommes cons* 
tamment partis de ^équation qui nous ^nne la valeur du rayon 
d'une section normale qudeonque , et nous avons , dans tous les 
cas, passé d'une m^rae manière, des sections eonfuguées aux di» 
rections dé plus grande rt de mwndre caiiri}ure, par le moyoi 
des éipiati<ni6 (A) et (B) de ces Sections. 

On aurait pu parvenir plus ra^ndi^nent aux mêmes résultats, 
ai l'an eât considéré enoutre Féquation [I], art. UI de ce paragraphe 
qui Ëùt coimt^e la somme des rayons des sections normales conju- 
guées, et celle [ÏI] , qui dixane de plus le produit des deux rayons 
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THÉOBIE. -SECTION X i36 

de couxburc. Ces deux équations sottt : u 

[I].... f + V = — ..,(■+■?')'— W-t-C'+Pn»' 
pi].... pP= ^. 

Alors nous eussioDs ru immédiatement que les rayons de sections 
conjuguées , et par conséquent aussi ceux de courbure de la sur- 
&ce , devant être de même signe ou de si^e dififêrent , suivant qu& 
leur produit est positif ou négatif, les deux courbures d'une suriàce 
sont en un quelconque dé ses points , dirigées dans le mâme sens 
ou en sens contraires , siûrant que rt — s* est positif ou négatif, 
puisque a* =;: ( i -|- js* + 5» )» est nécessairement toujours positif. 

En supposant que les rayons de courbure sont égaux, si p et P 
sont dirigés dans le piéme sens 

f+P:;=afL, pP=f' et (p4-P)'=4fPi 
alors les équations (L) «t (U) deimHit inaoédkttemeBt féquitùt 
obtenue pour ce cas , art VU , 

mais cette équation considérée dans toute sa géùéndîté , n'appartient 
qu'à une ligne unique et non plus à une surËtce : sans cela, elle 
ren^^t imaginaires les râleurs de l'équation (B). 

Si les deux rayons p et F sont égaux, mais dirigés en sens con- 
traires , leur somme est nuDe : on a donc immédiatement 

il 'j-p') r ^ apqs -h { 1-^1^)1=^0. 
C'est l'équation de condition qui doit avoir lieu pour que les deux 
courbures d'une sur&ce soient égales et en sens contraires. Cette 
dernière condition étant donnée d'ailleurs par rt— s' négatif (pour 
que le produit pF soit aussi constamment négatif). On parcourrait 
ainsi les différents cas des deux principales classes de sur&ces. 

En supposant un des rayons de courbure infini, la sonmie des 
rayons de courbure doit pareillement le devenir j par conséquent , 
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i36 DÉVELOPPEMENTS DE GÉOMÉTRIE. 

ii«* MÉMOIRE ^"^'» ^^^ sommes respectiye» des rayons conjugués; cette con- 
dition foorairait de suite Téquatiou r£ — s'^=o, nécessaire pour 
ip'un des rayons de courbure soit inSni, et nous verrions par là 
que dès qu'un rayon de courbure de ]a Bur&ce est infini y ub des 
rayons de chaque système de sections normales conjuguées doit 
l'être également 

Lft marche que nous venons d'indiquer a l'avantage d'être en 
général plus rapide que la précédente ; mais elle n'éclaire pas autant 
sur la figure propre de la surfece. On voit bien, en suivant cette 
méthode , comment les lignes de courbure se dirigent pour diminuer 
** ou augmenter successivement dans tous les rapports possibles , la 

grandeur de leur courbure. Mais on perd entièrement de vue le 
reste de la surÊtce et les transformations qu'elle éprouve par la 
. variation de ses lignes de courbure. Dans le Mémoire suivant, nous 
présenterons pp deroier genre de considérations qui semble réunir 
les avantages de ces deux-ci , sans avoir leurs inconvénients. H 
présente dans chaque cas, d'une manière simple et rapide, le 
tableau complet de tous les éléments dont se compose , en chaque 
j>oint> la cporbure çtes ^urfeces, 
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NOTES PRINCIPALES 

DU SECOND MÉMOIRE. 



[ Nous arons cm deroir mettre dans l'article VIII du troisièine 
Hëmoîre la note relative aux rajoos de courbure des surËtces 
du second degré , indiquée comme devant être ici (page 54, 
^«mier Mémoire)]. 



NOTE PREMIÈRE. 

Démonstration des théorèmes des articles H, HZ du % plumier, 
^ par la méâodo des Fonctions analytiques. 

fin rejetant toute conaidératioii infinitàimale ^ nom «Iloni démontrer JabOTd 
qne si le point x , ^ ett comiinm aux quatre combes 

> = o(*), ^ = 0(X), y-mar, ^ = OCE), 
telles qne pour une m&ae ocdonnie y tfudccattpe, oa ait ttn^onii 

x^X = g — a; 
en nqipoeant qu'an ptnnt «ijr, on ait 

.'(x) = o-M, .'M - o-w.... .^''~''(x)=of'"~*>(ï); 

«t enfin 

.'(7) = o'(î) = o, 

on aura gAtéraJemmt 

18 
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iB8 NOira PRINCIPALES. 

IIM MÊntOlHE. c'^-^^^^i 'P^ ^'- ^■^"^ courbes « et o ayant enti'elUs un eeiUaet de ivrin 
^ — a, aapeint x, y. Ou mime pmt Us iaui maria o tt O Ki mmmt un 
de tordn ft. 

Eu effet, X, y étant lea coordoimées d'an point GODunno «tut qnttn conriwa, 
nous pourront, en bisanr^^yf- ft, Mrs nsri 

0:=:^+», ■ X = *"+ I, { = «-(-»«, E=* + T. 
Si dose, à l'aida de ces yalenrs , on déreloppe lea éqnationa des quatre coihImc, 

en représentant aimplenient par </ , o',..., (V, 0', , etc., lea Talenrs 

o'(x), o'CjîJ,...., O'CxJ.O' (»),,., etc.; etd'aillean, enobaemnt que 
par îiypotfiè*e , . 



on vm 






(«).... 


* = 


+ ^"+î^-^+*' 


(0).... 


»=. 


+ S•'■+:^"^-. 


(.).... 


1=^ 


• + é-+T^-'+*' 


(0).... 


' = T 


^ + rr'*+T^-'' + "- 


. Si de ces ^ 


gau dénlo) 


céments je. tixe. {tonr.le cas où 



mls^ c'ert-Ardire, pour le point x> Vj In nleor des rapporto 

. r ^ r 

■ ï' T' TT" X' 

j'ai de sait» 

I i l.a 1.3 

7- S' . V> W 

Hais nous avons aussi, par hypoâiise > . 

i-UX = t — S; 
on, en tetrandiant x de chacune de ces abscisses, 

j — I = . — I, 
jqoatioa identique aTe« cell^ci , 

rTX-.=T-T- ('■+"• 
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TOtoUE* SECTKXJr I. i3g 

Nous aiir(HU donc 

- lorsque i et I seront mili. Done alors ,- & -moim que »' va tf tte toteat nuit 
anui (bj^othèae que nom avons exdae),afuit qu'on ait an point x , y, 

o' — or. 

Ainsi, <fuelUs que soient Us vtÙeursJmies Je 1/ et tf,ks deux courbes (o) et (O) 
ont en x,yun contact du second degré. Jobsetre en paasant ^e -r » qï sont 
les rayons osculateun de ces denx courbes an point Xj y, 
l$M|9<Monsm^«tDBBitf: qu'ca ait CD -{jédSnJ, 

•/ =! q' , •' = û' jusqu'à w^"" ^ =î û^'***" inclu^Temtnt 
L'équation 

mue lom la £}rme 

va derenÎT - pour son premier' membre. ' 

Mais d'après la tbétnie connne de ces sortes de cas , tt^ ' — O^^ ' étant 
la dernière fonctioa dérir^ de ■/ ^ O^ qui soit noUe , la valeur de la fonction 

^_o- >)->> 

nub MU» Talcnr ett anwî 

<legBqBe « *= «, Ia:»).4MdgnD«', -O^ m sont pM ii^»is, ea^ieatkaa g6- 
nicaU -at d'aâleai «', n'a'itudfa tBls,«a yâ a^ l oif iM aoto t^oihto. 



DooCi *n&n, an point a:, _}r, 



.w_«w ^^_ 



>-)^,&— )■ 
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. >4o NOTES PRINCXPAU». 

Ub* hémoire. '^ ^ "'^ v^ 

Mais , à plus forte nùson , bnt-il qns 

o' = O', o- = O- o'>^"= 0<>~''. 

Donc , enfin , les deux courbes 

7 = <>(^). > = 0(X) 
ont entr'ellea un contact de l'ordre /> , lonqn'au même point lee antre» conrbea 

•n ont nn de rendre /» — a. 

En flairant wie maidie alMoliuiient pareille, on parricndrait 1 de* ti^taltats 
■embUbles pour les snifaces dont la fisrme épronre les trans&nnationa én<»icéei 
dans les articles n, m et tV, SI"» où non* arooa suivi la méthode des inSoi- 
mrat petits. 

NOTE IL 

Détermination graphique des rayons osaUateuTs des secttons 
normales quelconques , d'après la connaissance des rayons 
de courbure de la surface. 

Dans l'article Y dn second paragraphe , nom avona tu qu'en représentant par 
t' et f les deux rajoos de courbure en un même point , et par f le rayon de 
la section normale qui, avec les sections principales correspondantea à ces rayons , 
fut des angles égaux i », too" — «, f eet donné .ma f' et f, par l'équation 

' (r'+fJ-Cf— f,)«»a« 
Or, si Ton prend, Gg. io,sur1adroiteAPB,PA:=f',PB=:r,; l'ange APM=sa* 
«t PH=Sf , la. suite dés points M ainsi déterminés pour toutes .las Taleurs po^ 
eibles de .« , fbcme une contbe du second degré ayant AS posr grand axe et.P 
pour foyer. 

En effet, soient a et £ le grand et le petit aau d'une courbe du aeccnd degré, 
telle que 

c étant l'excentricité. Ces valeurs donnent immédiatement 
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THÉOME. SECTION l i4i 

.P» cou^quoit ,- la -nàma de f en p' etf, -n-pieoàn cette nouvelle fonne 



. ■'\fi — ccoe a»' 
■ e'««t l'équatùm pt^àin àa courbes du second degré , et cette équation (*> ap- 
partiendia à l'ellipse ou à. lliypetbok , snirant qa'on prendra les- nyoos f' et f, 
dans le tnàme aeu on ea sens opposés pour ptodoire lea deu soinmets A , B ; 
alon la BÎffÈS de c sos a« changerait j le signe — i^ant lieu pour l'eBipse , le 
■igné + pont l'hyperbole. 

29 Ton faisait f' ^ - , ce qui a lien pour la paiabolej l'équatioa f se réduirait i 



' I -^ cos aa' 
L'angle « est celui qne forme la section normale quelconque dont ^ est le rayon; 
.avec la section principal* àofit f'-tO, le rayon. Donc cet anjsle oonnSf le rayon t 
le sera pareillement 

NOTE ni 

De ractUan capillaire exercée par un fluide sur une colonne 
perpendiculaire à la surface, quand ceUe surface est une 
sphère concave ou convexe. 

■ Soient deux sphères ^les 'ÏION> POQ> tangentes en O, tout' tast rsn^i 
defiuide autour du point'0,eit(^laspbère MON; l'action da flnide iafiSrïei ir «a 
plan tangent horizontal lOK sera la constante K, etoetta action tend évidemment 
à ^re descentke le point O ou la colonne OS. 

Au. contraire, tout ' ptôut 9' au-dessus de ce plan ; agit pour élever. O ou'OS. 
Donc, 1*. quand la surface du fluide est one' sphère comats (MON)j c'est fa 

ffférenceK — — qui exprime la valeur entière dn Doide. 



' <*) On pmt TCit,a élkt, dÙN l'j^^iauiaii di FAIgAn k la CWsbAim, pMlMrdix, fM 
M* "[—*■""* ioiu id«iEiqna nac cclk* qu'il a doBD^ pou la dfnalioM polura da l'ellijpM ^ 
de riijpcHMl* «t de k panbole. Sealemmi il l'eii leni de letbo diSîJKn^i ; il 4àî(De f par « 
«t aa par f. Noni citoni avec d'mtant phtde plaini œt onnage d'un lamit n recotnnUDdaUe , 
qnc te Mtae oBrraga a Ut 'paqaa daoi TemaipiEninit de la g&imArîe analjtiqae. Il fan la 
imi uàt im 'peUinsadM imiOlm ^owiiiapii0<'-l^UBntt,-n ■BtoiwsMkewdoew iwfc ' ^ 
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i4i NOTÉS PRINCIPALES: 

Uw MÉMOUtk ^" *' ^' fluide est temrfné pu la sphèrt fctmTeXe M4}^ d {ntlrt' TebU* 
cher l'efiet dn ménûqae PIOKQ de Mini de la partie plane. 

Or l'effet dea ménisqnei MIWUT , PIORQ est ie même anr la colonne OS. 
Car la point q âa lectad, «n ùhâat rq s=ii^ , attira aaUM en ba*qa*an liMt 
b portion Or. Cnte ft^ce n'a dMW anoia' ^fct tn l'iUrmikm on k A ép warf o a. 

Si doHC i duqM ligna 4ip OH tttae pw le point O «M ^ailèle Oç' £3 fif , te pwirit 
^'âswfiaiHtttfl MpMenr «{^itS'U voloane OS, ««Bdn« 7nu-y. Ateiles-^eAc 
m^it^eg a^ent arec la àiëtn» énergie : leulnneat l'actioa da Tim ^A tÊn 
■jontée qnand l'action de l'antre est retranché*. Donc, V, l'actioii «étale «xorcée 

par le fluide tenniné par une sphir* conreze , est K -(• — . 

NOTE IV. 

Z>e tahtièn «ipillcdréf exercée, ptmmèrement, «ifr» detas ty^ 
lindres enchâssés Pun dans l'autre , leurs axes étant àijférents, 
mais parallèles; secondementyéatreileux sphères excentriques. 

Soient AA'B'B,, aa'b%, fig. g, danx o^indrei verticanx ayant pour bues les 
%érel«s ADAV>'«fa'i> âoA la p!«s grÉade.<Artai»e «^A' «oft «epnaant uatm 
petite parimppfnt «Bx -diknètns da ees tôbe». 

On demande da détennînar la rariaœ dn Ibdda éleri o« d^priwé fn lWioi| 
capillaire, entre les deux tnbea itylindriqiies. 

Cette •ëhRièB,' ([m Mnu ne ponreni 'pu ■Hf^apptt ■■luUdat, -est dtnné» 
^CeAéoitee gteArtll i «lEn mMenUttA ifpUrasABaiii, A^àV, Fue k 
« phB giwte.TilMreUptea'petilcAfeJtlftaellastaagtffcB» wac dteitt t y tti *M e , 
n les denx plana Terticanz TEfe^i . Tee*!, ftngnto à m dettt s^itrea . étsat 
n plonges dans le mAme flnide qne Ie« 'danx «tUaAm , le fAide s'y fierfm è 
t» fo badtemiB qui séAmt la ^jeedon MKM ^els batMtm >dn Snide entre lea 
» deux oylindrea. (Cette pcofectwn est ^t« (tnr Ï9 plan rerdeal mené p«r 1«^ 
n axes des cylindres, on anr no plan parallèle.) 

Actuellement , eherdiona sntnuit quelle loi doit a'âvrer du i*]d>a{snr un Sulih* 
Mtte dflnx sphires «KDrfntriqnes. Mais a.nxt «ttt , vétaptadow las prisctpes sur 
lesquels nos çonsld&ïtloils sont fondées. 

I. LoFsqi^Bn flnîde s'éUre entre deux tubes enchâssés l'un dans Tanlre et paiw 
bntf iqwdistaatB , pourra qne la différence-de lenn rajoas soit constante , giiell« 
<fi)a Mîftk BrucUwd»Ma nftm ,*t pg ooMécpattt J« coHrfar* d^ tdm., 
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!• BbUs l'Avntt «Mqoon ^ !• intw ^m» «^n les dan cjrlûdnt. Lr. seqle U«i MÉMOnuB. 
dùMK* dM paroU > «t q«b Ibot cvoriMm . iafi» doqc sv l'^^v^tû» ^o fluide, 
i B.'S dam ^Ul TWtiuia IP, I* «ont plonge dut H fltùde, ^ qns f(Mi 
conçoire k petite aubj^ C^) tufflM* i cm deux plsu doot Vafil^t sqit «nés 
petit, le flnids a'itaiiec* 4 U P>&im Iwateur Mr.U rertievla panant par le wnke 
de (<), que ai le p}aa I* ânean m, t(H^va ta^|^ i ('}i ^^ ^ ?!«> 
paMiltie j» ynmivc plap IP, 

ni. L'e^>érieiice Eut voir que k lunteur verticala du fluide , dans 1* loénw 
tiba Tcttical «o i«>Iiii(> «Bt la méiw. 

tV. SoM «teottraw do»P ^damant qw ai deux plan* , ywticavx «u navi 
formant aiitr*eiiz nu an^e contttait tti^^t/àt , Ipe ha«te)iTs varticabl" d« flaid* 
■croat toajoml» Ut wtnua i la inftm* di^taitca de VUOffcaie^f» dm Afox pU» i 
c'anA dic a, pmr ba m1ohi«« iiid» oà k petite aiMre (<) a k mtate niyoïi. 

MaiiaMwit TBfiBdB i iaiii m AâoHB^ |iMi'«L da itonétria qw nou «von* 
dénntfefc dan le lUowiee ^ pUa l)«i« , pag^ i«o. 

Si dan apUnâ inaariablM l«nl k* «Mwley^ «xt^fam et wttWc«rf d'qa*. 
ùfiititid><pfcfaai»^lm«antaea iai.ihiKtpbèim m t t kup » , wawww^aaffl 
qni toit pria pour pka de projectioa ; projetons aur lui les centra de todtea lea 
epbèm atordoppto , ot tras^aatiHia ■•y eaa «pb^ea wAmtet «Tac kart qeotRa 
r«ipwti&, aljci TOU raMfplw ma Boarslk partû de l!e9«oç; oi;,iADalo^ aga* 
T«lk pckittM, allae aanattqntM toaphéea par deoxfku. aaiwtJl^ywft'), OU*), 
qni aerriiVBt d» Uaùtu i. «tte aonrelk. paitie d» l'etpace- 

D'ailklm ceadeaxfkna., eomma tout k reste du ajntteia^ , aont J^né^Fique- 
nent^MJa'parrtppait aBpUaCn}v-lnir iiMeriectini «eta donc aur ce ^ait>et 
perpendienkire ik droite qaljoi^ laaeetfrea dea dcnx vli^ùinrial)ki;etc. 

Si maîntenant nous ç/aostnem que. le» -drax. iphèna iorariidikB aaiout in|t^. 
rielleSt d'une pondeur senaible, et cependant parfont i distance capillaire; en 
lea plongeant dans un fluide , vtàci te qui arrirera : iwaa auppoaons d'abord 
que ces dcu iqihtiM oiA la«» «aattw kfr k iMina iM^teontala: 

Far cette homûatale, menons le pku (n) yortical, les ^eux plana, limitas 
(L')j (L*) seront nécessairement verticaiiz. 

Or-, le» bauteûra du fluide entre les deux pkns rertiatui (I.')j (ï.*) feront 
jvéasénent les hanteuig du fluide entre les sphères données ; c'eat-:à-dire , que 
If nuface du fluide «ompna entre les pkna (V)> C**)) irai:e.snr le plan 
nu/ïeu (n) une courbe qui, sur «e plan, est k projectton verticale de là luite 
dei points mititn de k tuiface fluide entre les deux sphires donoéesl 
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lU mfTEs vsmopAiss.' 

Il" HËAIOIIlEi ' '^'*'' "*"*' "TMu TU , dèa le cxHnmeiicemRit de Cette nota , que le» pointa nàliai'- 
da finide c<»Dprïs entre deux cylindnea de réroluticn, (wt- parlement ponr- 
projeati<»i TeiticaJo - les banfeon dq flnide compris enkv âea pUm lipitoes 
pareîlleinent déterminés : de là réaolte oo BonreaM tltéorfime. • 

iSi le même flnide est sonmia à l'artion capillaire de coips bomog^wt, 

1*. Entre deux sphères dont les centres sont de nîreftB ; 

s*. Entre deux cylindres rerticux §.jtuA pour bases les grands ccfdes de «• 
sphères; 

3*. Entre deux plans tangents aux petites sphère» anvdt^ipAeS' par les àmx 
sphères on les deux cylindres ( leurs eenlres tmiportéi mr la plat vertical de 
s y mètrisme des sphères et des cylindres damés }. 

LefiuiJe sera éUvé ou dépràné à Ut même hauteur tatn Ul dmxifhènt, 
entre les deux cylindres, mttre les deux plans. De maqièr* qne La eowbe^mr 
le plan de symétrisme marquera ces haoteurs entre les deux plans nuttàrids , sera 
la projection verticale des oourbes qui nurquenst les hantmrs comspondantes 
entre les dwBc sphères et les deux cylindres maUriels. fajooteni que de.oes deox 
demies courbes , l'une est sur un «^lindre i basa «Uipbfaa., J'antee sqr nn sph^ 
roïde elliptique, . 

Hws si les centres des sphères mitériélles n'étaient pas sur n&e horizontale;' 
il Euidmit^- par ces- deux centres , oonceroir ta plau verâcal (II} ; puis denx 
cylindres circonsciito aux ^eux qthlres , et dont les axes , perpendiculaires i 
cette droite, fussent dans le plan (tt)'. pnis , enfin, deux plans limites ÇL/), (L*)- 
dont l'intersection KtpanBUe Aces axes. Alors-, encore, la courbe des hantenrs 
du fluide etOre les pl«ns (L'J, (L') serait anc le plu (n) k projertion des 
courbes des-haateurs dn Bnide , d'abofâ .entre les deux cylindres^ ensuite entra . 
les deux sphères, ITtendoiiB pas plus Ida «es gèaiifLlîsfs. 

NOTE V. 
Sur tamhiguité dès signes des rayons de courbure. 

Dans la p^ 1 16, nons présentons les rayons de coubnrt ions la fbn&e positire^ 
quoi qu'ils iions ^ent été donnés sous la forme négadye, d'unis la suite de 
nos calculs, art; m, $ n (anssi fnit-il lire, page ïo^. D3-— /i + P— — ):'! 
n'y a cependant en cel^ aucune erreur. Parce que le f&cteur «=: ^/CI +p^+ ?*) 
étant rtwc^tible des signes rt , ce ne peut être qu'ont circonstance étrangers ' 
ma déterminé plutôt l'adoption d'un signe que de Taittre. 

^Iff DES NOTU DP SlCOirp MillOlBXt 
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IUm< MÉMOntB. 

TROISIÈME MÉMOIRE, 

SUITE DE Ul théorie DES TANGENTES CONJUGUÉBSi 



GÉOMÉTRIE ANALYTIQUE. 



Ï)E L*INDICATRICE. 

ARTICLE PREMIER. , 

ÉQUATION VR LlIiDICATEaŒ DE LA COIJIIBIJIŒ DES SCBFACES. 

THÉoitÊME FQHDAMEKTAL. Four choque point 71071 singulier 
d'une surface, il existe toujours une ligne du second degré pl<Kée 
sur le plan tangent, ayant pour centre le point que l'on conr- 
sidère, et telle enfin qu'elle indique et caractérise toujours tout 
ce qui peut être relatif à la courbure de la surface , à partir 
du point qu'on a pris pour centre. Telle est la courbe que nous 
nommons indicatrice. 

Trouvons premièrement Téquatiou de rindicatrice. Consid^ns 
réquatioa aux diflërentielles mêlées 



r-y Tdx + tdy_^ 



»9 



bjGoosIc 



î46 DÉVELOPPEMENTS DE GÉOMÉTRIE. 

jU" MÉMOIRE, qae nous avons trouvée dans le Mémoire précédent, g II, art. I , 
comme appartenant aux tangentes conjuguées. Nous verrons qu'elle 
devientsimplement aux diflërentielles ordinaires, Iorsqu'<»iy regarde 
r, s, t comme des constantes arbitraires dont la valeur particu- 
lière est exprimée en fonction des coordonnées du point *, j', z, 
c'a l'on se suppose sur la surface dont on analyse la courbure. Alors 
cette équation devient celle d'une ligne courbe dont la nature, pour 
chaque valeur particulière de r, s, t, c'est-à-dire, pour chaque 
point particulier delà surface, doit l^re connaître les relations 
qu'ont entr'elles les tangentes conjuguées, et par suite indiquer ^ 
déterminer la forme même de la surface. 

Observons d'abord que dans l'espace nous concevrons toujours 
la ligne courbe dont nous parlons , comme si elle était rapportée 
sur le plan tangent Z— z=:/>(X — x)-\-q{\ — y), quoique sou- 
vent nous noua- contentions de raisonner sur sa projection comme 
sur elle-mcme , ce qui est permis dans leurs propriétés communes. 
. Dans l'équation ■ 

—^ et ^ exprimant la direction des deux tangentes conjuguées 
(placées évidemment sur le. plan tangent), demandons -nous la 
-courbe t«lle qu!aa point X, Y, sa tangente soit toujours ^j il 
suffira do Eure 

dx~ d\- 

Par cette hypothèse , Téquation des tangentes co^ngoées de* 

Tiendra 

ïfx— x)rfx -f j[(T-^)rfx + (X— x)(fr)] + tÇY^dr = o. , . 

Mais dans celle équation (comme nous restons toujours au même 
pointx,^deiasurfece), ;(,^, et par conséquent, r, *, t sontcons- 
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THÉOME. SECTION 1 lé? 

Tantes. Cette éqattion est dojic itnmédiatemenf iutégraUe, et jii» méhoikk. 

elle donne 

C étant une constante arbitraire t*'. 

Or, cette équation -est celle d'uae courbe du second de^, 
placée sur ie plan tangent à la surface en x, y, z, et de plus, 
ayant son centre en ce point, f^oilà l'indicatrice; et cette courbe, 
dans les différentes variétés que peut offrir sa figure, va nous 
Ëiire connaître les formes diverses dent peut être susceptible la 
courbure des surfaces. Nous allons d'abord présenter les pro- 
priétés que cette couii)e àotme à la fois à tous les genres do 
sur&ces; nous dirtms ensuite quelles projHiétés caractéristiques 
elle imprime à chacun de ces genres en particulier. 

£d conâer^aot toujoars à P' et^'^ ou phis .siotplemeDt à ^ et 4 
la même signification, nous aurons encero, comme dans le Mé' 
moire précédent. 

Or, la première de ces deux équations eSt celle ilTun ^amëb^ 
de l'indicatrice (£),. puisque c'est l'équation d'une 'droite qui passe 
par ie centre x, y. 

La seconde, mise sous ta forme f =^^V} est celle de la tan- 
gente à l'indicatrice, menée par le ^int X, Y (d, Ç étant les coor- 
données conrantes de cette tangente) : <lonc aussi <p = "~ ^ est 



t*) Pour chaque valeur dïfîiirenle ^ la constante C , l'-Sqii&tîen ( i ) représenta 
une courbe particulière ', mais comme tous les termes où les cocurdonnéei sa 
trouvent, les contiennent à la même puissance', toutes les courbes diverses obtenue* 
par la variation de la constante arbitraire G , seront semblables et semblablement 
placées dans l'espace -, c'est-i-djre auront lenn irgnes bomologuea parallèles. 
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x^ DÉVELOPPEMENTS DE GÉOMÉTRIE. 

|UB* MÉuootE- récpiatioQ du diamètre conjugué au précédent. D'où résulte d'alwrd 
ce théorème général : 

Chaque système de tan^ntes conjurées de la surface au 
point s. f y,z, est formé par deux diamètres conjugués de la 
courbe indicatrice qui correspond à ce point x, jjZ. 

Telle est la loi qui, sur le plan tangent, lie entr'eUes les positions 
des systèmes de droites que nous avons nommées tcmgentes con- 
juguées; loi qu'exprime Téquation 

Y— j rdx-^sAr ^ 

OU plus simplement celle-ci ( Mém. précéd., art I, gll) , 

(A).... r-j'S (ip'H-4') + '^'4'='*>» 
qui est identique arec elle. 

autrement. Nous pouvons parvenir à l'équation de l'indicatrice 
par un moyen moins ëiémentaire , mais plus direct , et qui va bous 
fiûre connaître une nouvelle propriété de cette couriie. 

Supposons que, l'équation de la surfitce primitive étant z^4>(x,^) , 
les X et ^ deviennent x + (f* ,yH-rfy; en développant la valeur 
de l'accroissement t/z, on aura , comme (m sait, 

.(d)... dz^pdx-^qdy-\-~(rdx*+îksdxdy^tdy-)-^~^.tXc, 
£t l'équation du plan tangent sera 

Z-z=.p{X-x)-^q{-Y~yy 
Donc aussi l'équation d'un plan parallèle au plan tangent, et qui eu 
est éloigné d'une distance dk mesurée sur l'axe des z , sera 

■S,-z—dh=.p{X-x)-¥q{'^~y)- 
Déterminons maintenant l'intersection de ce plan et de la sur- 
Ëice primitive. 
XjYyZ devenant alors des points de cette surËtce, infiniment 
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THÉORIE. SECTION I. 149 

TcùsÎDB de Xf y^ 2, ptiisqUe dh est mfîniment petit; on a iiP"Mémoibjl 

Z~'Z=dzy X—x = dx, Y— j' = rfjrî 
et l'équation du plan coupant se réduit à 

dz — dh =:pdx + qdy. 
Retranchant membre à membre cette équation du déreloppemenC 
(rf), on a 

dh=^ (rdx''i-2sdxdy-^ tdy) + —I— (eirfic'+ etc. . . .) + etc. 

Mais les différentielles du troisième ordre et au-delà, disparaissent 
derant celles du second : on a donc enfin 

adk = n/x'-h 3sdxdy + tdy', 
pour la projection sur le plan des jf , ^ de la section cherchée. 
Si nous comparons cette équation aTec celle de Tindicatrice 

(i).... C = »-(X-x)-+M(X-x)(Y-:r) + «(T-/)-, 

nous Verrons qu'elles deviennent identiques lorsqu'on donne à C 
la valeur infiniment petite adh. De là résulte donc ce aoureau 
théorème : 

Un plan infiniment voisin du plan tangent , et qui lai est 
parallèle , coupe la sut^/àce suivant une courbe du second 
degré , indicatrice de la courbure de la surface , à partir du 
point que ton considère. 

Les diamètres conjugués de cette courbe d'intersection sont donc 
aussi les tangentes conjuguées de la sur&ce. .• .. ' 

ARTICLE IL 

Propriétés des diamètres, conjugués de l'indicatrice. 

L'équation (/) > en nous faisant connaître la direction des dia- 
mètres conjugués de la courbe in^cstrice, vient de nous montrer 
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i5o DÉVELOPPEMENTS DE GÉOMÉTRIE^ 

'iu»« MÉMOBiE. l'identité de cette direction avec celle des tangentes coDJugnées 
de la surface. Voyons maintenant ce que la grandeur de ces dia- 
mètres pourra nous apprendre sur la grandeur des rayons de 
- courbure des sections dirigées suivant les tangentes conjuguées j 
et normalement à la surfôce. 

■ La distance du centre * , j , z de KncËcatrice au point X , Y, 2 
de cette courbe , représentée par a , donne 

û' = (X-x)'+CY-y)'+(Z-z)'. 
Mais la conrbe étant placée sur le plan tangent, 
Z-z=p(X-x) + q{Y-y). 
Si par cette dernière équation nous Élisons disparaître Z — z de 
la valeur de u% c^e ralear devient 

Supposons ensuite , comme nous l'avons Ëiît jusqu'ici, ^^f-=-^j 
f équation (i) de l'indicatrice deviendra 

C=CX-«)'(r+aH + (4-*)- 
Ces deux équations déterminent coixipleltem«it a% et eUes donnent 

Si nous comparons cette valeur du quarré a' du dexm-diainétre 
de l'indicatrice, à celle du rayon f de la section normale f^te 

dans la surface , suivant la direction de ce diamètre y~^ = 4 1 
Mémoire précédent, § II, art. III, 

nous aurons immédiatement 
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THÉORIE. SECTION. ï. i5i 

TqleuroùCet *=|/(i4-^»+5») soot constantes pour le même lU" mémoibb. 
point X ,7, 2 de la sur&ce, quel que soit 4 '■ nous pouvons donc 
poser ce troisième théorème coaun« propriété générale des indi- 
catrices. 

En chaque peint d'une surface , Us rayons de courbure des 
sections normales ont leurs longueurs proportionnel/es aux 
quarrés des diamètres tracés par ces sections dans la courbe 
indicatrice de ht sur/ace. 

Il est visible qu'en disant C= « , ce qui est toujours permis w, 
OD a aimplemeot p=:a'. Alors réquation des diamètres de l'in* 
dicatrice pourra remplacer l'équation des rayons des sections 
normales. 

Ce théorème , comme nous le ferons voir avec détail , ramène 
immédiatement l'examen des formes des surfaces quelconques à la 
simple considération des lignes planes du second degré.' 

On sait que le plus grand et le plus petit des diamètres d'une 
courbe du second degré, sont les deux diamètres conjugués qui 
se coupent à angle droit; qu'il j a toujours un pareil système pour 
chaque courbe, et que , le cercle excepté , il ne saurait j en avoir 
im plus grand nombre. 

Donc aussi , parmi les sections ^tes normalement sur la sur- 
face à partir d'un point donné , ÎI y en aura toujours une plus 
grande et une plus petite que toutes les autres i leurs directions 
seront conjuguées, etleur caractère unique sera d'être constamment 
à angle droit: voilà les lignes de courbure. 

t*) Par cette hypothèse , nous ne voulons paa dire que le quarre a' d'une 

ligne a poisse ^tre eiTectÎTement égal i une simple Hgnc f ;. mais qu'en" prenant 

pour unité une certaine longueur quelconque, les aoaùxe» Uj x , C tH f sen>Ot 

tels qu'on aura toujours cette égalité de rapporta 

a' C ■ 
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i5a DÉVELOPPEMENTS DE GÉOMÉTRIE, 

lu-" MÉMOIRE. On sait aussi que dans les courbes du second degré, la somme 
des quarrés des diamètres conjugués est constante , et qu'elle est 
égale à la somme des quarrés des deux axes. Or, nous venons 
de voir que les rayons des sections normales des surfeces sont 
proportionnels aux quarrés des diamètres d'une courbe de ce 
degré ( l'indicatrice). Nous pouvons donc conclure encore cet autre 
théorème relatif à la courbure des surËices quelconques : 

En chaque point d'une sur/ace , quelle qu'elle soit, la somme 
des rayons de courbure de deux sections normales conjuguées 
est constante et égale à la somme dés rayons de courbure de 
la sur/ace au même point. Puisque , comme nous venons de 
le dire, ces derniers rayons appartiennent aux deux sections con- 
juguées à angle droit. 

Les courbes du second degré sont toutes symétriques par rap- 
port aux deux axes qui se croisent rectangulairement à leur 
centre ; donc aussi la cotn-bure des surfaces est, àpartir de chaque 
point f sjTnétrique par rapport aux deux axes de Pindicatrice , 
qui divisent ainsi la surlâce en quatre parts superposables deux à 
deux : quand ces parties sont superposées de cette manière, «les 
ont entr'elles un contact du second ordre. De plus, toutes les nor- 
maies de la surËtce sont placées symétriquement par rapport aux 
deux plans normaux dirigés suivant les deux axes de l'indicatrice ; 
donc tes normales infiniment voisines du point que l'on considère, 
et qui ont leur point d'application sur ces plans , y sont tout en- 
tières, et coupent la normale primitive chacune en un point, centre 
de la plus grande ou de la moindre courbure de la sur&ce. 

Mais dans toute courbe du second de^, les normales parties 
de l'extrémité des axes ou des sommets , viennent toutes se croi- 
ser sur la droite menée par le centre de la couii», perpendicu- 
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THÉORIE. SECTION I. i55 

lairement à la suriàce '**j et toute autre normale de ces courbes, i 
le cercle esceplé , ne saurait rencontrer cette même droite. On 
Toit dolic aussi qu'en général les diverses normales de la sur&ce 
ne sauraient rencontrer une normale infiniment voisine, si leurs 
points d'application avec le point que l'on considère , ne sont pas 
sur l'une des directions de plus grande ou de moindre courbure : 
au contraire, les. noimales parties de deux points immédiatement 
consécutif et placés sur la même ligne de courbure, sâ rencontrent 
toujour8.,_ 

On peut. concevoir, dès à présent, avec quelle fecilîté VindicO' 
trice Sait connaître toutes les propriétés, générales des sui^ces 
considérées dans leur courbure. Nous allons actuellement en fàiroi 
l'application à l'examen des divers genres de courbures 'qia&iles. 
spr&ces peuvent nous présenter. : : . m 

ARTICLE III. 

Discussion de l'indicatrice appliquée à la discussion des divers 
genres de courbure des surfaces. 

L'équation 

r(X-x)' + a^CX-*)(Y-7)-ht(T-j)" = C 

de l'indicatrice , étant celle d'une courbe du second degré , elie 
peut appartenir à l'ellipse , ou à l'hyperbole , ou à la parabole \ 
et ces trois variétés vont nous . offrir trois genres dlS^rents de 
formes de sur&ces. 
- En résolvant cette équation par rapport à Y — y, par exemple , 

(*) Pour fixer les idées , si U couri)e eat nne ellipse horizontale , auome de aei 
normalea , horizontale ou non , ne pourra rencontrer la verticale menée par U 
centre de l'ellipse. 
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j54 Développements de GÉostÉTfOE. 

iii"* MÉMoniE. elle donne 

équation qui représentera les formes suivantes, pour les diverses 
valeurs du coefficient de (X — *)', 

fl Fositi£ { l. Ellipse. 

II, Négatif INDICATRICE. < n Hyperbole, 

ni. NuL tm. Parabole. 

I. Dans l'ellipse , tous les diamètres sont réels , et par consé- 
quent tous leurs quarrés SMit poùtife : donc lorsqu'une surlàce 
aura dans quelqu'un dç ses points^ l'ellipse pour courbe indica- 
trice, les rayons de toutes les sectinis normales en ce point seront 
de même signe , et les deux courbcuree de la sur&ce , dirigées dans 
le même sens par rapport au plan tangent à la normale : enfin y 
le caractère analytique de cette forme des sur&ces , sera donné 
par cette condition rt-— £* >. o, qui rend Findicatrice une ellipse. 

II. Dans l'hyperbole , partie des diamètres sont réels , et par 
conséquent chacun d'eux a son quarré positif^ tous les diamètres 
conjugués à ces ' premiers sont imaginaires , et par conséquent 
chacun d'eux a son quarré négatif. Donc lorsqu'une sur&ce a 
dans un de ses points l'hyperbole pour indicatrice, partie des 
rayons des sections normales eni ce point sont positif, tandis 
que les rayons de toutes les sections conjuguées à celles-là sont 
négatifs ; c'est-à-dire , que les premiers rayons sont tous dirigés 
dans nn même sens par rapport au plan tangent, et que les rayons 
des sections conjuguées sont tous dirigés du cdté opposé de ce 
même plan tangente Quand l'indicatrice est une byperbtde, en un 
mot , les deu^E courbjores de la surl&ce sont dirigées en sens coù' 
traires ; enfin , le caractère analytique de cette forme des surËices 
est donné par la condition rf — * j*,<o, qui rend rindicatiice une 
hyperbole. 
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THÉOKIE. SECTION L i5S 

IIL Tenons an cas où l'indicatrice est une parabole , ce qui ni»* MËMontE. 

semblera difficile è concev<Hr » puîïtque l'indicatrice peut être une 

courbe finie rapportée à ecm centi%^ et qa'on a coutume de dire 

que la parabole n'a pas de centre. 
Si dons réqaation (i) de Tindicatrice » qui résolue par rapport 

à Y— ^, donne 

sous &i8«ms rt-" f=iso, cette r^eur se réd\ât simplmiwt à 



T-:»' = 



— i(X — jr)±v/(CO 



Or y éette équation est <%llê da système de deux ngn^ droites 
parallèles également Soignées de la droite 

1 7— i ». 

qui leur est aas&i parall^e. 

Cette dernière droite est Vaxe du système des deux parallèles ; 
et comme elle est infinie ^*\ il fiiut j premièrement en conclure qu'un 
des rayons de coorbnre est infini; mais pour la même raison, 
deux droites parallèles peuvent être regardées comme une ellipse 
ou une fayp^bole dont un axje seul est infim; ou biea > comme 
une parahole dont un axe devient fim. Alors il est évident que toute 
tangente à la snrfiice passant pu- le pointde contact x^y^ peut être 
regardée comme un diamètre , et que toutes ont pour diamètrç 
conjugué ou pour tangente conjuguée l'axe infini 

*■ J ( 

Nous retrouvons donc ici tontes le» propriétés des tangentes 

(*} Ea effet , U est dsns l'esprit de U théorie des inEnimeDt petits , de coâ- 
ridérer deux droites parallèlea comme les deux c6tÉ> dTana «llipse dont le grand 
axe leol derioit ïnEiû* oit d'nae ItyptÀole donr Fàxg û aa ffln a jr e derîest iaEni. 
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i56 DÉVELOPPEMENTS DE GÉOMÉTRIE. 

m>°> MÉMOIRE- conjuguées que, dans les deux Mémoires précédents , nons avons 
vues appartenir au genre de courbure que nous envisageons. 

Nous venons de prouver que dans la section laite suivant la 
direction unique à laquelle toutes les autres directions sont con- 
juguées , le rayon de courbure est infini ; par conséquent , la cour- 
bure est nulle dansée sens. Donc la tangente à la surface -menée 
suivant cette direction , est osculatrice à la sur&ce. Ainsi nous 
pouvons développer , sans rupture et sans duplicature , les deux 
éléments infiniment petits qui sont à droite et à gauche de cette 
ligne , en les rabattant autour d'elle sur un seul et même plan. 
Donc, en cet élénient, la surface est développable : enfin , le carac- 
tère analytique de cette forme des surfaces est donné par la condi- 
tion rt — £*= o, qui rend Findtcatrice nao parabole. 

Il nous reste à examina deux cas particuliers , pour avoir épuisé 
ce qu'on peut dire sur la division des formes des surËices en genres 
principaux. Si les coefficients différentiels r, j, t deviennent à la 
fois infinis, tous les diamètres de l'indicatrice deviennent infinis, 
et par conséquent avec eux tous les rayons de courbure des sec- 
tions normales. Dans ce cas, la surËicé estabsoluniëntsâus'coàr- 
N bure au point que l'on considère, et osculée'dans touis les sens par 

son plan tangent en ce point Si > ou t seul devenait infini , il 
fondrait qu'on eût , suivant ces cas , X — se = o ou Y — jy = o : 
ces cas appartiennent à ceux où la sur&ce se réduirait à une ligne 
courbe. . 

Supposons r et j infinis , mais ^ = m limité , on aura pour'équa- 
tiou de l'indicatrice 

(X— *)'+am(X— ff)(Y— j) = o, 
système de deux droites 

X — « = o-,' \[,..\ 

■X — « 4-BOT ( Y— j').=^.9- 
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THÉORIE. SECTION I. - 167 

On pouira regarder ces deux droites comme appartenant à une lUa* mémoire. 
hyperbole dont les deux axes seraient nulsj et cette équation 
pouvant se rapporter à celles de toutes les autres espèces d'hyi 
perboles , quand l'équation de rindicatrice se présentera sous cette 
forme, tous les rayons de courbure seront nuls, la courbure !de 
la sor&ce sera infinie , et la sur&ce osculée par un point, par le 
point même que l'on considère.- 

C'est d'ailleurs ce dont on pourrait se convaincre à priori ^pai 
la considération directe des rayons de courbure. Rappelons-nous 
de l'équation (II), Méquoire précédent, g II, art. III, qui &it 
connaître le produit des rayons de coui^ure , . 

[II].... PP = ^; 
«« = ( i-f.p'+ j')' est plus grand que l'unité , d'ailleurs 

or, nous supposons que - est une grandeur finie m , quoique r 
et s soient infinis. 

Donc , si cette grandeur n'est pas é^ale f ( ce qui serait le 
cas des surfoces développables dont nous venons de parler il n'y a 
qu'un moment) , 

est infini , et par conséquent , pP = o. Mais la sur&ce. n'étant pa^ 
déreloppable , p ni P ne peuvent être infinis ; donc , enfin p et P 
sont nuls. 

ARTICLE IV. 

Forme des surfaces aux points où les deux courbes sont égales, 
. et diriges dans le ?nême sens. 

Four suivre t(w)ours une méthode uniforme , nous considére- 
rons d'abord les sur&ces dont l'iodicatrice est elliptique, ensuite 
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i6o DÉVELOPPEMENTS DE GÉOMÉTRIE. 

• MÉMOIRE. Mémoire précédent, S H) art. II, 

<c')-(l)'{^"-?}."+(l){4^-4=^}-«+{?-,^^}-«-. 

nous reconnaitrons , à sa seule inspection, que tous ses termes 
s'évanouissent à la fois quand les deux rayons de courbure de- 
viennent égaux , et qu'alors cette équation s'ofFrant sous la forme 

\dJ ^^^^^^ indéterminé, et susceptible d'une infinité de valeurs 
différentes. 

Cependant ne nous hâtons pas encore d'en conclure qu'aux points 
où les deux courbures de la surface sont égales et dirigées dans 
le même sens , viennent se croiser une infinité de lignes de cour- 
bure. Car nous savons par la théorie du calcul diflfêrentiel ^*\ qu'U 
est des cas où certaines grandeurs se montrent sous une forme 
indéterminée sans être telles en effet ; ce sont ceux où l'équation 
générale dit plus ou dit moins que le cas particulier que l'on con- 
sidère , d'où nous pourrions déjà conclure qu'en général , dans les 
points singuliers dont nous nous occupons actuellement, il y a 
plus ou il y a moins de deux lignes de courbure ; il j eji aura donc 
une seule , ou trois , ou un plus grand nombre ; mais ces induc- 
tions excellentes pour nous guider dans la recherche de la vérité , 
ne doivent jamais être regardées comme des preuves absolues. 

Eclaircissons d'abord cette difficulté par des considérations géo- 
métriques : l'indicatrû^ 

(0.... C=r(X-*)'-|-ajCX-x)CY-^)+fCT-^)', 
lorsqu'on néglige les quantités du troisième ordre, est susceptible 

i*> La théorie de l'éliniinatioii présente aussi les même* paiticalarités. 
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THÉORIE. SECTION I. 161 

de se placer tout entière sur la siirËtoe, en faisant u-* mémoire. 

X — » = c6e, X—y = dy, Z — z = dz., 
et alors elle est aussi sur un plan (^ , 

Z-{z-dh)=p{-Si.-x) + q[r-y), 

qui passe par le point x, y, % — dh^ dh étant une 'constante 
arbitraire. C'est ce qaenous arons déjà démontré dans ce Mémoire, 
voyez k seconde méthode de l'article ï. 

On peut en effet négliger ces puissances dans la recherche des 
axes ( qai conduit à celle des lignes de courbure) , lorsque ces 
mêmes axes sont inégaux j parce que les diffêrences apportées par 
une telle simplification, n'altèrent la grandeur et la direction de ces 
axes que dans unrapptH't infiniment petit. Mais si les axes ne di£fê- 
raient qu'infininent peu l'un de l'autre, ou slls étaient égaux (or^ c'est 
le cas que nous considérons), on ne pourrait plus négliger les puis- 
sances du troisième ordre; il faudrait par conséquent regarder 
l'équation de Tindlcatrice copame indomplette, et par conséquent 
aussi regarder l'éqaation des lignes de courbure , immédiatement 
dérivée ^*^ de celle-là, comme une équation inexacte. 

(*) £n effet , si , considérant l'éqaation des axes a , de f indicatrice 

û* = C.+p«)CX-xy+flpflCX-^)CT-^) + [i+9'CY-j')T. 

on observe qne a .est nécessairement on maximum ou on minimum par rapport 
aux autres diamètres, on aura pour cette condition, 

et l'équation des lignes de courbure résultera immédiateineiit de l'élimination 
de =3 — ^ entre cette équation et celle do l'indicatrice 

(i).... C^rCX-iy+a.CX-x) (Y-^) + <(Y-j.), 

qui différentiée, donna 
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i»« jifÉHOiRE. Cest précisément parce qne , dans le cas actuel , Téquation dea 
lignes de courbure n'a plus toute la généralité que comporte la natnre 
de ces lignes , qu'elle se présente sous une forme indéterminée i 
comme nous rayions amioncS d'avance d'après les principes géné- 
raux de l'ailalyse. 

lîéanmôina nous allons* voir que cette équati<Hi punit encore nou» 
Siire comiaitre la position des points singuliers que nous coosidé- 
roDS , et la direction des lignes de com'bure qui passent par eux. 

Si je considère à la fois tous les points d'une sur&ce , en cbacnn 
desquels les deux rayons de courbure sont égaux e&tr'eux , ou ce 
nombre sera limité , et alors les pcùnta seront isolés sur la sur&ce ; 
ou il sera infini et de nature à former sur la snr&ce une courbe 
suivie : ou bien , enfin , la surËtce elle-même jouira dans tous ses 
points de la propriété d'arcùr ses rayons de coui^ure respecti- 
Tement égaux en chaque point) et toujours dirigés dans le même 
sens. Ce dernier cas , à la rigueur ,- n'appartient pas à cet article. 
Cependant pour ne pas revenir sans cesse sur le même objet , nous 
en montrerons aussi la solution. 

Occupons-nous d'abord du cas le plus général, de celui où les 
points , à partir desquels les deux courbures sont égales , forsa&ït 
une courbe continue. 

Déjà nous connaissons cette courbe ; elle est indi£fêremment 
donnée ou par l'équation unique 

ou pM* la doidïle équation 

I +y _ Eî ï= LÈJl, 



II niflh, pour s'en co&Tamcre , de jeter les yeux snr les équations correspondaiitM , 
d'où QOiu avons àiàùt celle de ligaes de cotirbnre ( second Mémoire , art. n ). 
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Si malatenaut à partir d'un point x^y^ z, où les deux coar--in«* MianoiBE. 
bores sont égales, je passa au point «'«y, z' immédiatement consé- 
cutif et jouissant de la mêtne propriété ; il est évident qu^eif ce point 

» , y , z 

i^cQsA deremies 

çt par conséquent alors, au lieu de 

. P ,9 î r , s t t , 

on aura 

P -^ dp , q -h dq i r 4- rfr, s -^ ds j t + dt. 
Maintenant nous mettrons 

p' , q' ; T" , *' , f 

pour ces valeurs compiettes. L'équation des lignes- de courbure 
pour ce nouveau point sera donc , (C) 

Puisqu'en ce nouveau point les deux courbures sont encore ^ales 
entr*elles, je dois avoir aussi pour ce point, 

et par conséquent, 

jCiH^')*'— p'q'tf^ U[(i-f^')»- Vî'3=<'. 

|(i-|-g")r'-(iH-y')<'==o[ d'où U[{i^*)r^(i^p*)t} = o, 

Enfin, nous observerons que le systâme de ces équations ne dira 
rien de plqs que l'équation uisque 

[( 1 +^.) r— apî* + ( 1 +;;' ) f ]• = 4(rt-^' ) ( i+;î'4. 5') , 
et son équation différentielle prise en marchant sur la sur&ce 
primitire. 
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Mais si au Ueù de suivre la direction des courbures égales , je 
veux me diriger sur les lignes de courbure du système général j 
j'observerai d'abord que les trois coefficients de l'équation primi- 
tive (C) des lignes de courbure étant nuls, les trois coefficients de 
l'équation dérivée ( C ) se réduisent aux simples dififêrentielles de 
ces dernières ; et parce que les accroissements dy et dx ne mon- 
teront qu'au premier degré dans ces coefficients ; que déjà ^ ap- 
partenant aux lignes de courbure, est au second degré dans ces 
équations , l'équation ( C ) se réduira nécessairement à une équa- 
tion du troisième degré en ^ ; nous la représenterons par 

(D.... A(|) + B(g)-+c(|)+D = o. 

Puisque cette équation est du troisième degré , elle a toujours 
une racine réelle , et ne peut pas en avoir seulement deux réelles : 
^onc , quand les ombilics sont donnés par une équation de cette 
forme, premièrement, il passe toujours au moins une ligne de 
courbure par chaque ombilic; secondement, il ne peut pas y en 
passer deux seulement; troisièmement, il peut en passer trois. 

Il est évident que Téquation générale (r) sera satisËtite d'elle- 
même lorsque l'équation 

qui appartient à la ligne des courbures égales , aura Ueu ; ou , ce 
qui revient au [méiae , le système des équations différentielles , 

d[ii + q')r — ii-^p^)f\=o, 
■ - ■ di . pqr-^ii-j-p^ysj^o. 
ÂÎDÛydes trois/acteurs dans lesquels on peut concevoir l'équa- 
tion (r) décomposée, il y en aura toujours un qui pimentera 
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^ sous une forme ratiomielle , et ce facteur sera donné par m». mémoibe. 
téquation diffërentielle de l'équation unique des courbures 
égales : donc alors une courbe unique représente un système 
particulier de lignes de courbure , et qui n'a rien de commun 
avec le système général donné par l'équation ■ ordinaire (C) des 
lignes de courbure. 

De sorte que le fecteur du second degré restant, représentera 
les deux ligues du système général ; par conséquent , ces lignes 
au point que Ton considère, seront toutes deux réelles ou. toutes 
deux imaginaires. Il y a plus , je dis qu'elles seront généralement 
réelles, et ne pourront devenir imaginaires que pour quelques 
points particuliers ( exception dont nous parlerons dans un mo- 
ment). En effet, l'équation (F) n'est autre chose que l'équation (C) 
des lignes de courbure au point x-^dx ^ y -hdy ^ z-i-dz, point 
où les deux courbures ne sont plus égales ^ puisque nious mar- 
chons sur les deux Ugnes autres que la ligne des courbures égales. 
Aussi ^ aura nécessairement deux valeurs réelles ; puisque toutes 
les valeurs de l'équation (C) sont réelles pour les parties réelles 
de la sur&ce ^*'. • * . - 

^*i Pour se convaincre de la vérité de cette assertion , obseirons que si dans 

rÉqoation (C) les valeurs ^^ (■^) "oot réelles , elles le seront encore eo 

cbangeairt de plans coordonnés , de la manière la plus générale. Supposons donc 
qu'on rende le plan tangent parallèle au. plan de projection des x , y; alors 
p et q s' évanouissent , et l'équation des lignes de courbure devient simplement 

(È)"-(l)(^)-=°. 

équation du second dé^é dont le terme constant est négatif, ce qui exige qi)e 
les deux racines soient ctHistamment réelles ; donc , anssi , en repassant au système ~ 
général de plans coordonnés , les deux valeurs de / ^ Y seront encore réellea 
fonr tout antre point qu'un ombilic. 
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• MÉMOiBE. Passons maintenajBt au cas ou la sur&ce n'aurait qu'en des points 
isolés ses deux courbures égales. Il est évident qu'alors on ne 
pourra point passer ^ d'une manière continue ^ d'un de ces pointe 
à l'autre : il Êudra donc, quand on fera pour cet e&t^ dans les 
coefficients de l'équation (C) des lignes de courbure , 

3c' = r + Ac , y'^=^y+dy ., z' = z + rfz ; 
il Êiudra , dia-je , que les deux valeurs de ^ deviennent imaginaires. 

Ainsi , dans ce cas tout opposé au précédent , les deux racines 
du iàcteur du second degré appartiendront à la ligne unique des 
courbures égales, laquelle ligne ne sera plus qu'un système de 
points. 

Et par conséquent, alors , le facteur linéaire appartient à la fois 
aux deux lignes de courbure du système général. Donc , dans ce 
cas , la plus grande et la moindre courbure , au lieu d'être cons- 
tatnment à angle droit , se confondent dans leur direction. 

Quoique ces dernières conséquences semblent bien différentes 
de celles du cas précédent , elles ne sont pourtant pas contradic- 
toires avec lui. Car si deux des trojs racioes de l'équation ( r ) 
pouvaient appartenir encore aux lignes de courbure du système 
général , il y en aurait au moins une qui serait imaginaire \ tandis 
que nous avons démontré qu'elles sont constamment réelles. C'est 
donc pour satisfaire à cette condition plus générale , que les deux 
racines du facteur du second degré appartiennent aux courbures 
égales dès qu'elles sont imaginaires; alors le facteur linéaire, et 
par conséquent réel, reste pour satis&îre aux lignes 'de cour- 
bure qui s'identiSent au point que l'on considère. 

Il pourrait, au reste, s'offrir un cas singulier, lorsque la ligne 
des courbures égales se réduit à des points isolés. Quoiqu'alors , 
pour cette coiu-be , le point x -f-rf* , / ■+- c^K, z+ dt soit nécessai- 
rement imaginaire, ^ pourrait être réel. Alors, aussi, l'équation 
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an troisième de^ (T) aurait ses troi» racines réellee. Mais » l'on m*« mémoire. 
passait aux projections sur les plans des x, z et des j', z, U n'y 
aurait plus qu'une racine réelle , toujours appartenante au sys- 
tème général des l^oes de courbure : nous rentrons ainsi dans ' 
le cas précédent 
Observons , enfin , que si les quantités 

r t t 

ne di£féraient que par un fiicteur constant , les di£fêrentielles pre- 
mière , seconde , troisième, .... à llnfim des coefficients 

{i-i-q')s—pqt, (i+j«)r — (H-p')^ i^r— (i+/>')f 
seraient constamment nulles. On ne pourrait donc jamais aroir de 
valeurs particulières pour ^ au point que Ton comidère, et cette 
grandeur resterait par conséquent indéterminée. Alors une infinité 
de lignes de couroure se croiseraient au point x,y, z. 

Les différentielles des trots coefficients de (C) seraient aussi 
constamment nulles ^ si la double équation * 

• ' +P' P2 '^-g' 

r 1 t 

contenait dans cbacun de ses membres un radical qui s'évanouît 
au point x, ^, z. U y aurait donc encore une infinité de lignes de 
courbure qui se croiseraient en ce point. Or, im radical s'évft- 
noiiira dans 

Ij+IE! _ P? _ L±_2; 
r j t * 

lorsqae deux on un {4u8 grand nomln-e des* pcnnfs où les deux 
compares sont égales, se confondrcnit en un seul point. Ainsi, 
les ombilics où se croisent une infinité de lignes de courbure 
peuvent être considérés chacun comme le j^stéme de deux om^ 
hilics où il ne passerait qu'une ligne de courbure. 
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L'éltipsoïde va nous trfFnr on exemple extrêmement remarquable 
de ces deux espèces d'ombilics. Considérons d'abord le cas le plus 
général , celui ou les trois axes de l'ellipsoïde sont inégaux. 

Si dans la section princîpaledu grand et du petit axe, je cherche 
le diamètre égal au moyen ase, ces deux dernières lignes seront 
à angle droit ; elles seront les axes de la section &ite sur l'ellipsoïde 
par le plan qui les contient ; mais nous les supposons égales : donc 
la section est un cercle. Maintenant, faisons marcher le plan cou- 
pant parallèlement à sa position primitive ; il arrivera enfin à n'être 
plus qu'infiniment peu distant du plan tangent qui lui est parallèle ; 
alors il coupera ^l'ellipsoïde suivant* une courbe infiniment petite , 
et ce sera l'indicatrice appartenant au point dé contact de ce même 
plan tangent. Or, toutes les sections feites par des plans parallèles , 
sur les surfaces du second degré , sont des courbes semblables. 
Donc l'iudicatrice que nous considérons est un cercle, et par con- 
séquent le point qui lui corre!y>ond sur l'ellipsolHe, un ombilic. 

Mais sur la section principale du grand et du petit axe , je puis 
toujours trouver deux diamètres égaux au moyen axe. Ainsi les 
plans qui passeront par le moyen axe et par chacun de ces dia- 
mèores , nous offriront deux sections circulaires difiërenunent 
dirigées sur l'ellipsoïde : d'ailleurs, on peut toujours mener, paral- 
lèlement à un plan donné, deux plans tangents à l'ellipsoïde. Nous 
trouverons donc quatre plans tangents parallèles aux sections 
circulaires; par conséquent quatre indicatrices circulaires, et dés 
lors quatre ombilics de Tellipsoïde. Enfin, comme on ne saurait 
tracer sur la surface âncun cercle dirigé dans l'espace, autrement 
que ceux dont non» venons de parler, il ne saurait y avoir sur 
l'ellipsoï<de ni plus de quatre indicatrices circulaires, ni par con- 
séqueut plus de quatre ombilics. . 

.Enfin, le système de. ces quatre ombilics, devant être à la fois 
symétrique par rapport aux plans principaux, ils sont deux k deux 
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SUT Tuii de ces plans, et il est &cile de roir qu'ils sont tous quatre m»* hëhooe. 
sur le plan du grand et du petit axe. 

Ces quatre points sont isolés sur rellipsoi^e; voilà pourquoi 
11 ne paaae par chacun d'eux qu'une ligne de courbure; c'est la 
moyenne section principale. Elle est ainsi dirigée en quatre parties, 
altemaUyement de la courbure >, <,> et, <:les deux plus 
grandes contiennent les sommets du ^and axe, les deux moindres 
les sommets du petit axe. 

. Maintenant supposons que le moyen axe difEIre de moins eu 
moins du .petit axe, les plans des' sections. circulaires se rappro- 
cheront de plus en plus du petit axe,, et les quatre ombilics se 
rapprocheront de plus en plus j deux à deux , des sommets du 
grand axe. 

Eti&n , quand le mojea et le petit axe seront ^gaux, ces detÙE 
-axe çeroDt sur deux sections circulaires dontles pkns^ piit leur 
direction' identique; et les ombilics se rémùibnt deux à deux aux 
«ommets do .grand axe. Donc alors , au 'iieU d'une l^e unique ," U 
passera par ces doubles ombilics une infinité dé lignes de courhurê. 
Nous sayons en efièt que l'ellipsoïde dotal .deux axes sont égaux!, 
devient une surface de révolution donï les m^értdiens. sont autant 
de lignes de courbure V et ced méridiens, en nombre lofini,.se 
croisent évidemment tous aux deux sommets de l'ellipsoïde ^*\ . 

W Si lemoycD axe , an lieu de Is rapprodier dn -pttàt, je riçjbtochaït dii 
gnutd axe, et lui derènait égal, lea osiliUics se rapprodieraient deux à deuf 
des sommets du petit axe, pour s'y réunir dans ce âunjer cas ; et alors, i) y 
aurait encore une inEoité de lignes de courbure qui passeraient par les doubles 
ombilics; alors ce seraient les lignes de moindre courbure, conune dans'lItj'ptÀhèsp 
précédente. Enfin , si les trois axes devenaient égaux , tout diamètre déirieiiiJniit 
le taoj^en axe ; toute indicatrice , circulaire ;' pav conséquent ^ossi tout poîiit 
tu onliilic, et tonte ligne^June li^ dé ooraisure i ëosuh 'siiiJwt def3êii4MM< 
elle alnojine sphère. ; ■ , .'. : ^ ■..'-•,'• i ■■.".■ '.■.': ■ ■ - 
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. Nous ferions coonattre arec une ^^e fecilit^é le nombre, la 
position et la nature des ombilics de l'bj^érlMloïde à deux nappes. 
On tronrera -peut-être quelque simplicité dans ces déterminations 
géométriques d'éléments , où les calculs diâerentiel et intégrât 
avaient s^s cmiduit jusqu'ici. 

- Récapitulons j enfin, la série des faits que nous Tenons de par- 
courir. Voià les Târiétés principales qa'oflre la forme des surËices 
à partir des points où les deux courbures devenant égales et Téqua- 
-tion généra des lignes de courbure prenant une forme indéter- 
-nûnée ^ c'est réquation du troisième degré aux dii^ences ordinaire» 
(^ qui remplace cette équation. 

I. Lorsque les points de la snrfàte où les deux courbnree suit 
.égales, foizneiil une .ligne couri}e,.en chacun de ces ppinEs' il y a 
trois lignes de coltrbure, MVoir: deux lignes de couii)ùre do sj»- 
-tdme général,. et la Ëgne unique des courbures égales. La courbe 
lieu à^ centrés de cette demîèEe . ligne , est précisément Tinterseo- 
-tion des sur&ces dés centres de moindre et de plus grande cour- 
,bate! Âioaiyles^ uôrinàleS' à Jasiir/àcg dans ioiUe téimâue de 
Ja ligAB des courbures', égales, se coupent cohsécueipement , et 
forment wie sw^aoe dévéiàppable : voilà pourquoi cette. ligne 
est aussi une Ogne de courbure. 

■ II. Lorsque les points où les deux couri)ure8 sont égales, sont 
isc^, fit par conséquent en nombre fini,:chaciin d'eux représente 
•\me branche entière de la ligne des courbures égales ; les tangeEttes 
"de ces branches y ^viennent imaginaires, et par conséquent eu 
npnibre pair : enfin , par chaque point il ne passe plus qu'une seule 
ligne de courbi^% réelle. Cette ligne unique appartient à la fois aux 
gouges des lignes de plt^. grande et de moindre courbure, de 
4n3xûère,qu'en iQarcbïiot sur ^e, lorsqu'on dépasse ce p<HDt , on 
ae porte des lignes de plus grande sur celles de mwaclre c(»irbatoy 
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THÉORIE. SECTION L 37* 

«a réciproquement : tds sontles oiitbi!îcâ-4e rompsaïde, et.de 0t>*«âKoas. 
i'hypei1»16ii(lé elliptique^ 

III. Enfin , dans -tes points où les deux courburea sont égales' 
et poin: lesquels les ooeffiraents ^e l'équation ordinaire des lignes 
de courbure ne difi&rent que par de« acteurs constants y ou , pour 
parler le langage de la géométrie , lorsque deux des omlnlics que nous 
Tenons d'examiner se |-éanisseut en im seul, une infinité de lignes 
t de coUrbore viennent se croisa- à ce double oioaiHfic : tels sont 
les sonmiets des sàr&oes de révolution, des cônes^ des coquillages 
en spirale, etc 

ï)i$ons un mot maintenant de là siir&ce : qui i d^ns clucuii de^ ses 
points, présenterait le caractère coastant d'aToir ses deux ctnir-^ 
bures égales. 

Rappetbias-nousqiiele caractère ooBstant des points qui jduissent 
de cette- i^vtpriét^, o^e^t qùe-poot <^cnn d'cUx l'indicatriEfl devient 
un cerde', et que la«arfiice éstoscuIée.dan6'&>Us les^ensparune 
spbére^. On peut donc alors regarder là sur&ce proposée comme 
l'enreloppie par oscuIati(»i , d'une s^èrq rariiable de rayon , Ou d'un 
rayon constant ; par conséqoent en cbaqae point )! indicatrice cir' 
culairesern entièreiùent sur reavéloppe-et sdr là sphère enve- 
loppée correspondante à ce ^iàt. Iffa^ par la théone dés ènT&'> 
loppcs , nous savons que la cooriic de contact de l'enveloppe et 
de l'enveloppée , est à la fois sur deux enveloppées immédiatement 
consécutives. I)e plus , f interseçtiou de deux sphères est toujours 
un cercle dont te centre' est en ligne droite avec les centres des 
deux sphères, et dont le plan est perpendiculaire 'à' cette droite; 
Ainsi quand deux sphères ont ûd point commun sur la droite qui 
joint leurs centres, il Ëiut que le cercle de tenr Intersectioir se 
rédiùsê k ce point umque qm esjt. son oontare^ ou qu'elle^ .afont 
à la fois tons'leur& atm-«b points oômâHun ^ «t stàent par consé^ 
quent identiques. - '. ; ■■> 
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173 DÉVELOPPEMENTS DE GÉOMÉTRIE. 

Mais quelle que soit la forme 'd'une sùi<kc6, oa peut tïMljoars 
mener un plan infiniment près de chaque plan tangent , et qui coupe 
la surface suivant une ligne : cette ligne est rîndicatrice. Don.c, par 
la nature même des sur&ces, cette ligne ne peitt se réduire for- 
cément à un point [ou à deux '*^j , sans que la sur&ce enveloppe se 
réduise à une ligne seulement. Il n'y a donc que la âphère , parmi les 
sur&ces , dont les deui courbures soient partout égales ; et les 
senles grandeurs graphiques qui puissent ensuite présenter géué- 
ralement cette propriété , sont les lignes courbes ou les sur&ees 
dont l'aire est nulle. 

Ainsi, ce résultat extraordinaire aux yeux même du géomètre 
qui l'a reconnu et démontré le premier , se déduit simplement (ommc 
une conséquence d'une métiiode uniforme et générale. 

On doit Toir maintenant arec queUe focilité la considération de 
l'indicatrice nous &it connaître toutes les propriétés de la forme 
des surËtces. C^est qu'en effet elle est, comme son nom Tannonce » 
essentiellement propre à indiquer , à caractériser la forme de la 
courbure des sur&cés , à partir de chaque point; et elle conduira 
totqours aux solutions les pins âinq)1es dans Jes queistipns relatires 
à la couriïure des sur&ces » en fomnissant d'ailleurs iomiédiate- 
ment les équations, ou réquatic»! du second ordre. 

Comme ces développements ont déjà pris une étendue que l'on 
trouvera peut-être disproportionnée avec le reste de cet ouvrage , 
nous ne pousserons pas plus loin l'examen de la forme des^ sur- 
Ëices dans les c^ singuliers où il faudrait recourir à des équations 
(r') , (T"). ... du quatrième ordre , ou du cinquième , ou au-delà. 
Kous les exposerons dans un Mémoire séparé. 



(f),EUfl.Mrédti{tAiiJ3Htkude'deax^poiiib, pan» ^0 l'âqûadon de l'indlotlrite 
«st du, «eooiul d^^ t cffoctiTeiDeat wU edge que Untt&ce-.earelofipe se réduise à 
ue li^e conriw. 
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ARTICLE V. 

FaraUèîe des résultats de Varticte précédent j apeo les résultats 
déjà connus. 

Je viens d'exposer mes idées sur les ombilics ; jemë suis efforcé 
de moltipUer les preuves , de les vérifier par des e;xemples pour en 
augmenter autant qu'il était eà moi la 'conviction. Mais comme 
les résultats de l'article précédent offî'ent quelques légères dâe- 
rences avec ceux de l'auteur qui le pnemier ndus-ia Êtitiqcouiaitre 
les points les plus remarquatdés de ceux dont nous- noua occtqioDS 
maintenam , nous croyons devoir rapporter les passages où. ce 
gralid géomètre s'est occupé d'un tel sujet. Que si nous nous trom- 
pons dans nos doutes , nous dirons pour notre excuse , avec un 
Italien ingâiieux : anche il/alldre dopo un tanto inaestro sarèhbe 
lello. . 

Nous allons d'abord rapporter le passée qui traite des ombilics 
en général ; lious verrons après cpielled sont lès avg|kiaU<HDs qu'il 
a présentées. . • ,■ _. ■ y , . • » ^ 

De la sur/iwè dont les deux ray(ms de courburp sont égaux 
entr'eux et dirigés du même côté. Art II , Analyse appliquée. 
Moage. 

« Avant de quitter les di£fêrences secondes, nous observerons 
» qu'en disant, pour abréger, 

» (i4-5*)r — /?yj = A, 
» (iH-/»')* — ^r= ë, 



IU«* HÉHQIBE. 
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w» HiÉHOUtlt n ce qui donne 

» A+D — A f«, 

» L'équation générale (£) ^**^ de^ Hgoes de courbure ^ qui devient 
» alors 

» Brfy'4' (A^B) dicdr — Cdii:'= o, 

j> produit deux Valetlrâ de (^) qoi ne diffîrent entr'elles que pat 
» le radical V( A—D)' + ABC. 

■ 9 Ofyce radical «stie m^^oio que cehn ijtii bntredans la yalew 
» du r»7oo de coniiiure , c'eet-a-dilrb , ipie la qu&utité 
» (A— D)»4-4BC, bu (A+D)'— 4CA1>-BC) est =A«-^'^ i***J, 

w .' . .A=Ct+f)r-w + ('+p^n. -' • 

(Voyez Himoire précédent, art. m, $ II ; l'équation aux Tayons de conrimA 
donnée par Monge. ) , 

EMl G«tte édk^qn' ^- n'est antre chose tjae pata émiatioB - - 

' I**M Bb effet, MnippdrtkiitdiûIèBIéMcin.ptéDédéAr/aod-nleUtBdet rayant 
4e eoarbnn A ceUea'd'ââeif et Atonge, âonnéea par réqnatian 

tioaa avons vn qi^elles âer^aaiènf idenâqnes > ett remfttftbt poœr' j^ , h , k lètin 
valenrs . ' . ; . . ■ < 

A la simple inspection de ots vd^eurs , îl est évident ,que . 

A+D = (i+y)r — v?*+X'.tf^'-*' 
Oomme nont l'avituis indiqué dans la note ^*^ d-âessns. 
VUia par U définition niËme' des graaâiîirs A,>B; C,- D, 
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» ce qui est &cile à vérifier!. Donc dans la «iitface.doat<ii6iis.n(Mis lu» MfttonuE. 
» occupons , et pour laquelle le radical est nul , les deux valeurs 

j> de ^ relatives aux lignes de courbui^e , sont égales entr'elles. 
» Donc , excepté les cas particuliers pour lesquels ,Ips trois quan- 
7> tités B, C, À — D sont chacune égales à zéro ,.6t iié déterminent 
D aucune valeur pour ^ , la sur&ae n*a pour chaque point qu'une 
■3> seule ligne de courbure : aimi tons les points sont des ombilics 
<f> analogues à ceux que nous avons reiharqùés'êlve actnoinlve de 
]> quatre sur la «irtoÂ.de rdlipSQÏde. RèdiefchuOB d'abord les 
» sur&ces qui sont dans le cas de Vexceptioà.'. .^^Tt'i '. ..-.,.■' 
Ici, par une asal^se infiiUatent élégante:, MoQgci démontre que 
. la sphère est la seule surËtce qui convienne à la coe^tence.dcss 
trois équations aux diflcréntiçUes partielles du seçKffid or^re 

B:=.0, CfisiO., jL-~:p^o, 
lesquelles , conune il eât «vident à la . seule impection , ne sont 

oa, en déreloppant ces ârâxprodnfts 

et 

produits dont la difFÎSréitce est évidemment ' - 

.' AD — BC=iCi+/»' + ?')(rt — 4»), 

c'est-À-dire , l^.g : donc 

{ A + dV — 4 ( Ai) — BC ) = 1i* — 4A»g. 

C'est prfcisôûént Ta partie de E plaicé/aoua le ra£cal^ ce'quî démontre U 
ritnltat ATUcé ptr Monge. : : ... ^ 
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1,76 DÉVEUOEPEMENTa DE GÉOMÉTRIE, 

ui» KÉHOiAE. autre cbose que notre double équation .' ' 

■ ijt£ _ p? _ !+£! 
■■■, '". ' . *■*. 

Monge arrive ensuite à cette observation impprtante et qui lui 
est due, qu'il y a sur les surËtces des points par lesquels il ne 
passe qu'une seule ligne de courbure. Voici comment il s'exprime 
à ce sujet. 

« Four toute autre sur&ce de ce genre ( du genre où les deux 
j> courbures sont égales et dirigées du même côté), chaque pQÎut 
». est un omlttUc. pai* lequel il ne paàse qu'une seule ligue de cour- 
» bure y et l'équatiiHi de cette ligne 

» Brf)" + ( A — D ) dîçify — C(/*'= o 
» étant un quarré parËùt j peut être remplacé par sa racine qnarrée, 
» qui est iudiCKremnient l'ime des deux suivantes: 
- » aBrf^ H- (A— D) i/* =*o, 
yi aCtfy 4t (A — D) rfje = o, 
» ou, roaettant pow A, B> C, D, leurs valeurs, et chassant 
3> r,s,t, l'équation de la ligne unique .4« courbure sera indifïe- 
j» remment 

» du = l'K I H- î«) dp — pqdq ] , 
» OU 

% équatipus qui, appsrtensnt. à une mênie courbe , peuvent être 
a regardées comme équivalentes à celles de ses deux projections. » 
Four examiner avec attention cette théorie^ considérons d'abord 
la surËtce de la sphère. Soit donc 

*'-+'^'H- ^'=_';. - ■ 
eon . équation. J'en tire immédiatement , par des dififêrentiatjons 
partielles successives, 
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iÇ- 



.=J.S 



ensuite les coefficients diffêrentîels du second ordre, sont 

«fa __ r*— y' _ . «^r __ *'* ^_ ___ ^, ''*_„__ /* — ac* 

Donc en6n, 

ç ~" > , — — , ~ ■ 

Donc aussi, pour tous les points de la sphère, on doit aroir 



Mats dès que les deux courbures d^rne sur&ce courbe sont égales 
en un point, et dirigées du même côté, cette surËtce est susceptible 
d'être en ce point osculée dans tous 1^ sens par une spbère. 

D'ailleurs p, q; r^ s, ï étant les coefficients diâërentieb partiels 
du premier et du second ordre d'une surËice quelconque, il Ëiudra, 
pour qu'un tel contact ait lieu , qu'on ait pour le point de ce contac t , 

donc aussi, dés qu'une surface sera dans un de ses points, suscep- 
tible d'être oscutée par une sphère, on aura les relations suivantes 
entre les coefficients du premier et du second ordre de la surface 
générale 

r ï "~ t ' 

résultat auquel nous étions d^à parvenus d'nne manière directe. 

Si maintenant nous jetons les regards sur les quantités que 
Monge a désignées par A, B, C, D, nous verrons que la double 
équation précédente équivaut aux trois équations 

B = 0, C = o, A — D = oj 

35 
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178 DÉVELOPPEMENTS DE GÉOMÉTRIE, 

m» MÉMOutE. car on a 

Donc réquation (E) des lignes de courbure 

B(/jr*+CA — D)rfxrfj)'— C(&'=! o, 
dans tous les cas où les deux courbures deTÎennent égales et 
dans le même sens , présentera nécessairement ^ sous la forme 
indéterminée - ; et ce caractère ^ au lieu d'être celui de quelques 

cas particuliers, de quelques exceptions, sera au contraire le ca- 
ractère général et constant. 

Oa ne pourra pas dire non plusjpie le radical v'CCA— D)*-h4BC] 
s'érapouitj car la vraie forme du radical est 

On ne peut donc pas non plus en conclure que Les deux racines Se 
l'équation (E) deviennent égales cntr'eUes. Cette équation fournit alors 
une in&nité de racines, et par conséquent n'en fournit plus aucune 
qui soit distincte: oifin, pour trouver dans ce cas la valeur véritable 

de ^ , il Êtut la traiter comme les quantités qui deviennent 
-. Or , on sait qu'au moyen de diffêrentiations successives t 
on 6nit toujours par reconnaître cette vraie valeur. C'est ainsi qu'on 
verra dans chaque cas si ^ est jéelleraent un rapport suscep- 
tible d'une infinité de grandeurs dif^rentes, ou s'il n'est pas une 
valeur particulière qui, en vertu de la loi de continuité, doive 
être regardée comme celle de la ligne courbe unique qui passe 
par ce point. 
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TBÉORIE. aECTIOK: ï. / '■ "" i^ 
'Mais voyons «ilf£ëtdi^S}0,A«^D Btaol:pUl5^1?ci|aBticii'(£) itf^MÉaonu- 
n'eet pas de nature à ptouroir présenter èeoÉ racineè ioégalbaj ëan 
tjue pour cela g deVieatae stiscéptible d*alie ï&ànitê de Valeurs 

diflKreDtes- '.-■'. ,,', ■ " ■ ' 

Que Tculent dire ks deux ét^uatlons , , >, )■■■■•;■ i .,• 

aCi/x — (A — D) (fy.BŒi o? . , 

tftH tiMKéA'lëë tçMiiott lëd drâï ctkitl'ui^ detleSHïeBt-^gaïies «t 
^géè6 du rnésle «^, t%S ë^futiâons stU^é^fiéû ëàrii dDÙtejmdli 
Wt-« ttnre ttdaoû pool* «tt cotK!Ïiité4|trê lés d«iï rteîèés del*iqaatWft 

«orat'^galn alors.? car inéine, imir. parlée des. ozhbiHâs où-'^se 
croitaiU QDe ii^inté .de JigBesda (Hii]Vbai7e:^fiâi^è:MbDge',1sk4 
ptooib Abn»-te- cib cb réicepQcin j iloupxibacnsrstaë qsU sa des 
polQtsrQmb^^guI présentent encwe leurs 4eux lignes de cour- 
bure séparées et à angle droit.' Nous n'en offrirons qu'un seul 
eiémiflé.-;:^; ::■ -^ ;■■■■ ^ ■.; i ;)v-) i „i- /■:..;,.:,.. .r . ^ ...j 

ipi'un second cerclé vertical, ^gâl âû pféniîét" èÎÉ fùolîiléyâlt SôTrtC'etltré 
suf celuirci /en restant toiijoitts pâraÙèté àû' ^ânèptàift VërticiatL 
Cpnâdéfons un moment là surface qm rêsirft^i'à ^ê çètlé géo^attoni 
î^ôi^' pourrions, également irendte tixe le cçfcle yeflîca^, et feisant 
biouToir horaontaleinént'iin cercle Korizontaf de mâô'îéré à'â'ap- 
pujer sur le premier , nous produirions encore la même, surface''. 
Suivaiit ces deux gépératïohs, le cen^é du cçrclé môDÎle déiifit un 
cerc^ ïiorîzQntd dans. le premier cas,' yerûcal dans le second; 
loigùpfis Tes centres ijle ces cèt'Ëte's pâ]^ une dfdlte, eQë seï'apbui*tâ 
anïËicë un v^i'^able âjï^^, et s^ QttrévaitësXei âéÛtlûnmïeti èe tk 
sur&ce. De plus, les oan^s principaux qm passent par ces sommets 
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JW* isiaiQaR. sërpnt ânt^t de' lignes de ceufbui'Q de la sorËice , et seront les 
secdes lignes' de courbure qui passent' par les mêmes sommets. 

Cependant les cercles générateurs ayant tous même rayon, et.ce 
rayon étant sur Taxe de la sui^ce aux deux sommets on les denx 
courbures sont dirigées du même côté , les deux centres de courbure 
se confondent : ces deux sommets sont donc deux ombilicâ , et dans 
ce cas,' les deux racines de l'équation (E) ne pourront pas être 
regardées comme 'égales. " .. ~' 

Au contraire ^ ces deux racines sopt égales aa pcûnt où le cercle 
mobile devint taqgcpt à l'un d^ cercles directeurs, parce qu'^nc^ 
points dernt nappas se confondenten une seule, et présentent comme 
Jane espèce* de btinçh%at; alors les deux courbures sont tangentes 
à l'arête de ce tranchant, qu'on peut regarder comme un point 
singulier dé rebrbussement. " ' 

Voici Tëxplicaliofi de ceq fnKnnalies : d'après. la-nléthode de far- 
ticleipréGcdént, Ulaiidrait dans^ce casKÂ, pBr'dèiiX;di£KDeiUiBtioiis 
auccËSiiTée^ (ri>l«niv'Bné équatlop(r') dérivée de csUeidé8.%Bès 

de courbure; alors eDe serait du quïttnéme degré «n ^; et d'abord 

comme les points où la sur&ce qd nous occupe a ses deux cour- 
burç3 égalesj sont isolés sur. cette sur£ice^ réq^ation^J^'^.anéces- 
sairenci^'nt deux racines ima^naires ; mais Ips deux aub'es apparte7 
Bant @u système ordinaire des lignes de .courbure ^ seront twi- 
joucs réelles.. Dans iin ca8-,.elles seront inhales, et nous trouvons 
en ^t.deifx lignes de courbure distinctes; dans l'autre cas, 1^ 
racines deriennent çgales , et nous iae trouvons plus qu'une ligne 

dé courbure. ^ ■ , ,, ■ . , , . ■ • . < ;, 

Suivons paajntenant l'auteur de la Géométrie anâlyti^ê, dàn^ 
l'exemple qu'il a présenté, des ombilics par lesqujels il ne passe 
plus qu'une seule lime de courbure. Toiçi ce^qu'U dit,à ce sujet 
daçs s<Mi .beau ;i|ay^ pur.lesrigncç de,c9jjrbi^e,dç;|'elli^.oïde^.' 



izedby Google 



THÉORIE. SECTION L 181 

Des Ugnes de courbure dé Feîlipsoide , art V. 

« Ces pointa vers lesquels les ellipses et les hyperboles (prô- 
» jectloDS des lignes de courbure) tournent toutes leurs concaTités, 
Ti sont les projections de : qùabv p<>int8 très-remarquables sur la 
. » sur&ce courbe. ... Ce sont quatre ombilics autour desquels les 
3> ligaes des deux courbures sont pliées, toutes les unes d'un côté , 
D et toutes les autres du côté opposé. Ces lignes se resserrent à 
» mesure qu'elles en approchent, et dès qu'elles les atteignent, 
» elles changent d'espèce. 

y Art. IX. La plupart des autres surÊices ont des oïnbilics' ana- 
» logues à ceux que nous, avons remarqués snr.cdle de l'ellip- 
» soïde , et il est facile de trouver leurs positions ayant même qn^ 
n d'avoir intégré Téquation c^es lignes d^ courbure ^ car les ombi- 
j> lies sont les pointe dans lesquels les lignes des d«nix espèces de 
-> cpa]i>m%_se changent Tune en l'autre, et flar conséqueot.pour 
jo chacun desquels les deux lignes de courbure seLCcnfoudent. Ces 

■j, points sont donc ceux pour lesquds le» deux valeurs de- ^ 

■» que fournit TéquatioB .génénde des lignes de. courbure , sont 
t, égales entr'elles j et 4'ou aura une relation entre leurs coordon- 
30 nées, en égalant à zéro'lé radical par leqiiel cesdeux valeurs 
'•» di^rent enip'eBe$. 'Faisôns-cn TappUcation au cas de réllipso'idcf, 
» pour lequel l'équation générale ^érentielle des Ugnes de coIip- 
» bure est ''.".' 

» Si, après avc»r 'résolu cette équation âa second clegré algébrique, 
» on égile à' zéro le radical ^oh'arita ' ; 

n dont.ie premier xûssàsi^ est 1% acanme. de deux quarrés, et qui 



lUtt* MÉHOIAC 
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Ifl"» MÉMOIRE. » ne peut rien exprimer de réel , à moins qu'on n'égale k zéro la 
» racine de chacan de ces qnarrés ; ce qoi donne en même temps 
a les deux équatiom 

i»X*— A}^— Bzstoj 

n mais la première de ces deux équations a c^-méme deux &c- 
» teurs- qui peuvent avoir lieu sépar^ent : donc , nous avons 
» deux OIS à considérer, i*. le cas oùl'où aurait en même teDq>a 

» ;y ^ o' et X* — Ay' — B ;=: o j 
j> a*, cdui où l'on, aurait en même temps 

» « ss o et «• — Ay — B B= o. 
» Le premier cas donne • 

» y = G et X = v/S = î^l^2'w. 

n Ce sont te» cewdoiifiées que nous avons trouvées pour tes pro^- 
» jections des ombiUca sur le jdan des Xj y- . 
^ » Xe aeûwxl :Qft$ dotm« 

j» qui sont les coordonnées d'un point ipiagiuaire. Ainsi,}. il n'existe 
» pas sur la auifoce d'autres ombilics que ceux que nous avons 
» considérés. , 

n Nous aurons occasion, dans la suite, dévoir des sur&Ces 
» dont tous les points sont de semblables onibili<^ » 

Je commencerai par obsèivef que la. propriété' catactérisUque 
et conatfmte des ombilics n'est pas d'élre le point de passage d'une 
courbure à Tautre courbure. C'est ^éjà ce que nous avons pu 
remarquer sur la surface même de l'ellipsoïde. Lorsqu'isn effet 

pïo>4>c étant 1« trou sxm.'aL'^ .■^^, Br^o-.'^^. 
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. THÉOiOE. SECTION I. t85 

àaas 9cm difièrent de moibar «a BoioÀns > les oabâkft se re{i|iToclieot m** i^houb.- 
de plua en plus du '^oiai^ne aie ; ^ kM^oqu'enfin lea dlmx premiers. 
aoDt égaux » }fia ombilics se réunissent deux à deux &a àoçunet 
de rèUipaoïde y ataqi qite nous l'aTons fait Toir daiis Partide. pcé*- 
oédent C^teodant , die càié et d'autTô de ce point /les menu». 
lignes de courbore restait tûujours de la même «^èce. Or, 
^pdlera-t'on ombilics tous ces poii^ aÛDgufiers, tant que les 
aiflà seront inégaux , et loraqu'un pnnt sera, la réuaion des deux 
QBihilics, derra-t-oa {iour celaces»^ de l'appckk- ombitic? U nous, 
semble qoe DOB. . . : ^ ' ■ ■ > 

Noua avons tu , d*àilleiir& , ea pariant de la sur&ce engeodrééi 
de deux manières par un cercle oonstant, qu'àox points à 1» fbis 
Midotice et sommets, il ne passe que dcax ligpcs de courbure , 
et qa'en deçà coinme an-^età ùb «s poÊots, Kmême ^ne «km-. 
serve kl même espèce de Goiataire , pwsqne la droite, qw jàint des: 
points y est mi axe par rapport anqnal toàte'la^sorfiwq est a-yiàié-^ 
tri^lpicL G« n'e^ pas toi^ 

U existe sor ks. surfitces des poiitts où les deux espèces d» 
eoorbnres se changent j'une dans Ifaù^, sans que )è directi«a> 
dcaligties de hine et de Vaadre espèce .'d«rismie popr cela idm»; 
tique y. an contréire y elfea rcsteait tomjtiars ai angle, dn^dt ; et cette, 
{uropriété est gnwralement ceBe de toos les pooMs delà li^pe des 
condiiires égales.. , i 

twx vérifier cetteprc^osMon, pliom' mi il sur là cowbe d*i;iter- 
sectifui de» dcox snr&ce» de» ctntre«j flxcsis-4e par' We extr^** 
mité, et tendons-le par Tautre qui vienne s'appliqua^ wavh, dtw^ 
£tce^ primitive. Ce fil présentera &ob parties bien distinctes ; la 
prevoiére, c'est la portiott.de la courbe d'intersection le long de 
EaqaeUe il est pCé ; la seconde, une portion de courbe des centres 
de plus grande courbure j la troisième, rectilîgne, est le rayon de 
plus grande courbure : de sorte qu'en prolongeant ce rayon en 
deçà du centre de plus grande courbure , S rient toucher la seconde 
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i84 - DÉVELOPPEMENTS Ï)E GÉOBIÉTRIE. 
uiM MÉHOiBE- surÊice des oeotres: ôr , ce secraid point de contact est le centre de 
moindre courbure ou du plus grand rayon. Cela est évident. 
. A présent supposons que je développe ce fil en suivant toujours: 
la même 'ligne de courbure. Jusqu'à ce que j'atteigne la ligne des 
courbures égales, il est évident que les deuxsur&ces des centres 
resteront re^ectivemerit, la première, celle des plus grandes, ei 
la seconde, celle des moixidres courbures. Mais en atteignant la 
ligne des courbures égales', si je veux suivre toujours la même 
l^edecotà'bùre,le6tsepUera8ur la seconde surËice des cotres,, 
et son prolongement seulegient viendra toucher la seconde partie 
de la courbe dès centres dont ce fil décrit la développante. 
I On voit donc que le. plus petit rajon de comi)ure, au lieu d'avoir 
son centre sur la {nremièrè snr&ce des centres, taura désorinaia 
sur la seconde.; et, par conséquent, lorsqu'en suivant tà^oùrs la 
même ligne de courbure , je traverserai la ligne des couf bures 
égales , je passerai de la plus grande à la moindre couri>ure', ou 
réciproquement. Or nous savons que dans ce pasdage les lignes 
dés deux courbures' restent à ai^ë droit CondaoBS enfin que le 
caractère de changer d'e^ècè ne suffit pas pour exiger que les 
diret^ous de plus gnmde et dé moindre coiirbure deviennent iden- 
tiques aux points où lés deux cotirbures sont égales entr'elles. 

Définissons donc généralement les ombilics, des points isolés 
où les deux courbures de la sur/ace deviennent égales entr'elles. 

Voyons maintenant si , pour les ottd>ilics de l'ellipsoïde , ikhis 
n'aunHis pas encore entre les coefficients difierenUels p, q; rjSft 
la double équation 

r — s — ï ' 
qui, smvant nous, est le caractère généred et constant des points 
où les deux courbures sont égales : a'^b'^c étant les trois axes, 
Téquation de l'ellipsoïde est . 
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THÉORIE. SECTION I. , ■■ :i85 

De là nous tirerons . : ■ - : r " n»» mëhoibb. 

lorsque. ^=o, c'est le cas des.otnbiUcs, . . 

r=-^h'-y% «==-5ïfe*r=o» .^-^(«'-*') 

■Donc; dans le cas des ombilics réels;, où MMige trouve .x=o, 
il faudra qu'on ait . - : . ■ 

-W^><î==?:b'' <"•' '»V(i--a-+»-)-Cx-(a.--*0 = o. 

Or quand y=^<^ l'équation de relljpaoïde devient 

c'«'+à'z'==aV, d'où â'£»:==c^a' — *•). 

Donc l'équation précédente, en diviaaptpar«°{a',-^«'), se réélût ji 

a'&»-r^a*+ (a'— c')*' ==o» 
d'où on tire - . - 



C'est précisément la valeur de x ' qui correspond aux points 
ombilics de l'exiemplejcité- La loi génénd&'fjue nous avons assi- 
gnée, a donc encore lieu dans ce cas entre ^, 9; r, «, £ 

Mais que sont devenues les valeurs de ^=-0? Envairt l'éya- 
^ouisaement du radical, s'il a lieu, me donnera ■ , : ^ -. ■ 

(fy a*— Ay* — B 

Së~*t- ■ aÂJy ' 

puisque cette grandeur est = f , je n'apprendrai lien pour cbla. 

Or, i'observe qu'en Élisant y^o, quel que soit «, le premier 
£t le denûertenue de l'équatioa des iignps de '(courbure ■ 
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186 DÉVELOPPEMENIS DE G^MÉTjaiE. 

IDm hëbkwg. s*éranouisseut : il reste donc alors 

^(x--Ar— B)=o, 

équation constamment satisËùte en "disant ^ïso. Cette dernière 
équation est t;^e dé Ift section plam ^Hinclpale fiûte dans la sur- 
&ce par le plan des x , 7. Elle est donc une ligne de courbure dana 
^ùtesOB étendue, et quoique sa tangente s'offi-e sOns W forme | au 
,^(àQt-op9bilic:, c'est-à-dire, an jxHnt oà^s«etx*=eB, elleçasatt 
toujours par ce point, en vertu de la loi de coatinuité ^\ 

Eii^Ioyons donc la méthode générale qne n«us avons exposée 
dans l'article précédent, et diffîrentions Téqualioii 

■en regar&uil ^'cchome constaid, nous aurons 

et ordcomant par rapport à ^ , il vient 

W Si Ton demludaif qnellt eM ponr tooa les pbùfte de la aécûoa ininCipt^ 
^ = 0, l'autre Taleiirde'ce tappoit^ oa T^itstt, en dirbXQt pury l'tqoKtioa 

qne ^ deyrût Itre infim. 

V*> Le -gébmètn'^aolj, l'nn des Iio&imes de fltalIeiini'Heimeiitle premiff 
rang dans les sciences matbématîqaeq , en rert^ant ces obaerrations qti'3 eut 
la complaisonca à'eJiâmiiier «vec lesUémoireg ^^éâwts , a 1>ien tooIu bà* 
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THÉORIE. SECTION I. . (87 

Ikèa-à-préseiiti'obiemcpieestU«}uati<»>,liiir9qne>94, «pour w»itOtonE. 
fïicteur ^ =0. Cest le fiictelir réel, c'est la direotion unique des 
lignes de courbure. Ensuite, en ii$t>oly==.o, «rdoon^e. js^ points' 
omhilica, le fe<xewd»««coni4«6f4 «P £ (te™»t 

Ax^y + x=^o, ou A(^)" + i = o: - 

Mais A== jî-j;;;;^ est toujours positif, puisque "o>i!>c: donc, 
le iiictettr du socond degré qui appa^eqt à la ligqe dç» coqf^^if^ 
^es est touiouis iimtiiOTiHe. d'^t aim qe q«« qpm ayioqs 
démontré devoir' être en générât. 

Otoerrons enfin ({n'en IU8i(nt Hero, ^ dûment và^tsfmf» 
dans Ax(^' +x==o; or 

^ODC d^ib; alors reIlip8QV4e est une sur&ce dç rérolutioD, son 
sommet est sur Taxée des z, et les omhUics *ï=o, ys==o nç sont 
autre chose que le? sommets niémes de l'ellipsoïde: 

ARTI<?LE YI. 

fiirme des surfaces aux points où les deux courbures sont 
é^eset âirifféû 0n sepa opgwé-L., 

Nous allons parler maintenant des point» singûUers des sur&ces 
où les demt courbures sont égales ^ mais dirigées «3 sens oppds^. 

da d^rdoppenuiit «{Mi'dMmfa In tn^. valain de i,-^,'ptii9tfi e<H>>lwtl^^''°*' 
réBexioDs dft&t j'ai beancoup profité^, k me falsnn ^o(r et «ortôôt W ^irir' 
de témoigner an piofssaeur Paolitoat« ma rK(»iui«awi«e: 
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x«8 DÉVEtOPPEMENTS DE GÉCMÉTÏOE. 

• MÉHOIBE. Puisque Iot deux courbures sont opposées, i*inâicatricé est nëces-^ 
saîremeot une hyperbole, et comme les deux courbures sont égales , 
les quarrés des axes de l'hyperbole sont égaux , au signe près } 
ainsi l'hyperbole indicatrice est équilatère. 

Or, dans l'hyperbole équilatère, la somme des qnarrés des dia- 
mètres conjugués est constanunent égale à zéro : donc aussi la 
somme des rayons de sections conjuguées est constamment nulle , 
c'est-à-dire, que les rayons de deux sections conjuguées sont tou- 
jours égaux, mais durigés en sens opposés : enfin la direction de 
deux diamètres conjugués est totijoutB symécdque par rapport a 
chaqné asymptote. Il suit de là que dans le cas où l'indicatrice est 
mie hyperbole équilatère, non-seulement la sur&ce à ses couibures 
principales et of^sées, égales, ainsi que les courbures de ses sections 
conjuguées ; mais les sections dont la courbure est la tnéme, sont 
dirigées symétriquement, par rapport aux deux asymptotes do 
l'indicatrice. Ainsi les deux axes et les deux asymptotes de l'indi- 
catrice sont tels, que quatre plans normaux dirigés un à un, sui- 
vant ces lignes, divisent la sur&pe en huit parties égales quatre 

à quatre et symétriqiies deux à dèui. ' ' 

Maintenant puisque la somme des rayons clés sections conju- 
guées est (Mém. précéd., art III.) 

fn...plF— „('+■?')'— yg^+o+P^t 
si cette somme- est Aulle, on a immoiiBAtBineât '. 

Telle est l'équation de condition propre aux points dont les deux 
courbures sont ^ales, mais dirigées en sens contraires. 

Nous venons de dire un mot des asymptotes de l'indicatrice j 
la direction de ces lignes est extrêmement remarquable. Suivant 
cette; direction, la çourl^ure de la surËtcç est nulle, puisque le 
rayon de la sectioa normale, dirigée suivant elle, est infini. 
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THÉORIE. SECTION I. 189 

Maintenant si nous supposons qu'en se plaçant sur une surface mox héhoire. 
à courbures opposées, on veuille parcouiir une ligne telle qu'eti 
chacun.de ses points elle ait pour tangente Tasymptote de l'indi- 
catrice appartenante à ce point; on formera de la sorte deux sys- 
tèmes de lignes courbes, et, dans le cas qui nous occupe, les 
lignes d'un premier système couperont parlout, à angle droit, les 
lignes de l'autre système : comme le foot entr'elles les lignes des 
deftx courbures. 

Mais les lignes asymptotiques ont dans tous les cas un grand 
avantage sur les lignes de courbure ; car ces dernières se rencon- 
trant partout à angle droit , l'angle sous lequel elles se coupent 
ne peut indiquer aucun rapport entre les courbures de la surface. 
Il n'en est pas ainsi de l'angte formé par les lignes asjmiptotiques. H 
est fecile de voir en effet que lé rapport des deux rayons de 
courbure est une fonction uniquement dépendante de la grandeur 
de cet angle ^*\ • ^ 

Ainsi la seule connaissance des lignes asymptotiques donnera 
immédiatement en chaque point le rapport des deux courbures de 
la sur&ce. Cherchons donc l'équation de ces lignes. 
Reprenons pour cela l'équation (i) de rindicatricê 

r (x-*)'+M (x-«) (r-^) + / (r-jK)' == c, 

W Soient m , C (/— 1 les axes da l'hyperbole ÙMiicatrice ; fai de mite 
- pour la tangente trigonométrique de l'angle fonné par l'asymptote avec l'axe 
réel. De plus , les deux rayons de courbure P et ^ doivent être tels que 
C 

■ c 

dwio k rapport des rayons dé- courbure est exprimé par le cube de la langent» 
trigonométrique de tangU ^ue Faiymptote firme ayeei'axe r^l 1 report facile. 
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19<J DÉVELOPPEMENTS DE GÉOMÉTRIE. 

f»» MÉMOIRE, qui appartient à Hijpertole dès que rf — ^ est négatif. Si je bis 
là constante C=so, TéquatioB (i) derient 

c'est le système de deux, lignes droites ; c*est la projection sur le 
plan des x, ^ des asymptotes de rindicatrice. Si maintenanVoa 
veut avoir Féquatlon djl^entielle des courbes asymptotiques , 
c'est-à-dire , des courbes qui partout ont pour tangentes de teUes 
asymptotes, il suiïîra d'écrire tfy et </x au lieu de 1^ — y et 
X — X, dans cette dernière équation. Ainsi Téquation des lignes 
asymptotiques est immédiatement 

râx* 4- tsdxtfy -f- tdj* != o , 

équation bien plus simple que ceOe des ligues de courbure. 
Observons en passant que 

rdx' H- isdxdy -J- tdy* s^o 
est la ^Qërenlielle complette'de 

pdx-hqàys^dz: 
donc d*z = o est Tequation des li^es asyijiptotiques ; et comme 
c'est réquation du plan tangent à la surËice, nous' voyons j pre- 
mièrement, qu'en cbaqae point de ]â surËtce , le plan tangent la 
coupe suivant deux courb«s ^stmctes , dont les tangentes sont 
{vécîsément les asymptotes de rin^catrice j sec<xidement , «jue 
ces deux courbes sont chacune osculatrice . d'une des. lignes 
asymptotiques qui se croisent au même point. 

Appliquons ces généralités. Cherchons l'éqi^tion des lignes asymp- 
totiques des surfaces du second degré dont les deux courbures sont 
en sens opposés. Prenons' les valeurs que nous avons frouvées 
(art. précédent) pour p,q;r, s, t : quoiqu'elles appartiennent à 
rdlipsoïde , en changeant le signe de &* ou de c*, elles appartien- 
dront de suite à i'hyperboloïde iyperboKque. 
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Or } mm* MftHOiRft 

On a donc pour équation des lignes asyiliptotîqucs j 

(*■— ^'■)rf*4-'aï/rfX(fj)'-f-(o' — JC)(fy'=ai 
cPoù je tire immédiatement 

Or , réquation de la surface du second degré est, par li/pothèse , 

b'c'x' + aVjr' + a>i'i' = a'fC; 
donc 

4'x"+ flîK* — o'J" = — ^.r. 

■Nous supposerons nn seul axe c imaginaire et aous-aurons 
Donc, -enBn 



J-jCH-o^'— aMf'=~X'. 



T,±:i.. 



as tf-i-' - 

Maintenant j'obserre que ré(]Qation du plan tangent à la sur- 
&ce du second degré est . ' 

lvXx+a:cy:y+a-b^Zz = a-li-{^, \ 

Mettant réquation .précédente sous la ibrme 

X—it~ <f—^ > 



d'où 1-=^— ^_^.(X-x). 

Substitoant cette Talenr dans réquation da plan tanguait , pour 
avoir l'autre projection de l'asymptote', j'ai 

Zd: — .« 
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]9> DÉVELOPPEMENTS DE GÉOMÉTRIE. 

m»» MÉMOIRE. Or, j'observe que si dans cette équation je èàs X=x, Zi^t 
c'est-à-dire , si je me suppose à la fois sur Tasymptote et sur 
la surËtce , j'ai 

Donc l'asymptote est tout entière sur la surface , et n'est autre 
chose que la ligue asymptotique. 

Par chaque point d'une surface du second degré , dont les deux 
courbures sont opposées , passent donc toujours deux, lignes asy mp- ' 
totiques rectiligiies, tout entières sur la surface; et l'angle de ces 
ligues Ëiit immédiatement connaître le rapport des deux courbures 
de la surface. 

Nous reviendrons ailleurs sur ce sujet; nous ferons connaître 
les lignes asymptotiques de quelques genres de surfaces, où elles 
s'offrent d'une mamère remarguabLe : enfin, nous trouverons pour 
les sur&ces dont les deux courbures sont dans le même sens, im 
système de lignes , comme celui-ci , différent des lignes de cour- 
bure , mais symétriquement placé par rapport à ce dernier; et tel 
que l'angle des lignes de différent système fera tot^ours connaître, 
de la même maoière, le rapport deis deux courbures de la sur- 
fece'*' : c'est le système des lignes constamment tangentes aux 
diamètres conjugués égaux de l'indicatrice. 

Proposons-nous maintenant de trouver la condition pour que 
les deux %nes asymptotiques se croisent à angle droit, c'est-à- 

(*) Si l'on nomme « et C lu deux axes de Tellipse indicatrice ; - aéra la 

tangente trigonométrique de l'angle fonué par les diamètres coiqaguéa égaux 

^vec l'axe « *, et -^ sera le rapport — des rayons de courbure de la surface : 

résultat, comme on voit, analogue à celui domié par les lignes asymptotiques, 
lorsque l'indicatrice est fayperboli^e , et par coiuéc[ueat les deux courbures en 
6UU oj^oïéi. 
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THÉORIE. SECTION I. igS 

ArCf pour ({ue les deux courimres de la sur&oe soient égales et m-* méhoiAe. 
opposée^ 
A cet e£fet^ feisons^ pour la première ligne asymptotique, 

pour la seconde figne asymptoâque; nous auront' cTiAofd'' 

rrf*' + nsdxdy + tdy* =: o , 
et lés deux racines de ^ , tirées de cette équatioti » donoE^font 
simultanément X' et X". Donc, premièrement A'A" = p 
Xies li^es asymptotiçies se dirigeant sur le plan tangent, on a 
c&Œ/rfjf-f çtfy, d'où' ■ dy=^ '^~'^ y ' 

valeur «pii, substituée dans l'équatioQ des lignes asjmptotîques, 
donney en ordonnant les termes, 

(jV— ' apqs'^p*t)dx*-i- !i(qs''~^pe)dxdz-\~tdz* = o: 
or, juf et ft" sont les deux racines j- dé cette équation : donc' 



Mais lès deiix lignes asym^toti({u^ se- coupettoiK' érideiÉunent 
à angle droit dès qu'on aura 

iH-A'Â"+(Uy'=so; 
donc enfin, 

i + ^ + ^~7-"^P'^ ==o, ou (i+î')''-3P3*+^+n*^o. 

Cest précisément l'équation de con^tion que nou^ avions tirée de 
la comparaison des rayons de coUÀuré. Nous aurions pu nous' 
dispenser d'y parvenir une seconde fois, mais comme ^artifice de' 
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ig4 DÉVELOPPEMENTS DE GÉOMÉTRIE. 

m*» MÉaoïaE. calcul que nous avoos employé pour cela, peut être-utile, et. 
semble assez ingénieux, nous avons cru deyoir Vofi^r ici. 

ARTICLE VIL 

Des surfaces dont la courbure jouit d'un caractère constant 
dans chacun de leurs points. 

Nous venons d'examiner suecesMvement à queUes conditioiis 
peuvent être attachées les formes diverses dont sont susceptibles 
les suriâces , dans leurs points pris isolément. Mais on peut aussi 
vouloir considérer des surfaces qui. présentent dans toute leur 
étendue chacun des caractères que nous avons reconnus pouvrar 
appartenir à quelques-uns de leurs points. On va voir que par la 
simple ^ffêrence du point de vue sous lequel on envisagera les 
équations de conditionque nous ont doqné, pour des points isoles,, 
ces difierents caractères, les méoies équations seront, ou seule- 
ment celles de quelques points particuliers et remarquables ies 
surËices, ou les équations générales ( aux difTérentielles partielles) 
des familles de surfeces dont tous les points jouissent du caractère 
individuel qu'esprimaït primitivement cette équation. 

peehiéke: clas&e:. 

..Surfaces à œurhures dirigées dans le même sens. 
Nous avons vu que les deux courbures d'une 8arfêic6 quelconque 

sont, en un de ses points ,'-£rigées' dans le même sens ou en sens 
opposés, suivant que pour ce point rt — s' est positif ou négatif. 
]^ faisant donc . 

rt — i» = F(ar, ^, z), 

m 
si par les valeurs dont x, y^ z sont susceptibles en vertu de 
Tcquation générale de la sur£ice, F ne peut jamais changer de 
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atgoe , la soriàoe aura dau tous ees ptiÎQtft le même genre de niid* itiaiomx. 
courbure. Ces deux courbures seront pàrtdut dirigées dans le 
même sens , si le signe constant de F est positif^ tandis qu'elles 
seront partout dirigées en sens opposés , 'ai le signe constant de F 
est négati£ Les surfaces du second degré jouissent toutes de ce 
caractère ^ pour une.même surface de ce genre, F on rt — <* est 
touiours'positif ou toujours négatif; c^est ce qu'on pourrait démontrer 
immédiatement par la simple transformation des coordonnées , ou 
mieux encore par l'inspectioii de l'iiidipatricé. (Toyei l'art. DC da 
ce Mémoire)) Voflà pourquoiles surfaces du second degré présentent 
dans tous leurs points leurs deux courbures dirigées à la fiiis dans la 
même sens conome pour l'ellipsoïde , le paraboloïde et rhyjwrboloïds 
elliptiques ; ou constamment en sens contraires , comme pour le para* 
boWide etl'hjperboloïde hyperboliques. Enfin, le caractère géomé- 
trique des sur&ces pour lesquelles F a toujoars le ménle signe } 
c'est que pour tous leurs points , l'indicatrice est constamment am 
ellipse ou constamment une hyperbole. 

Mais si F est suscept9>le de changer de signe , alors dans une 
partie des points delà sur&oe , les courbures ^nt<lana la mSmesensj 
et pour tous les autres points , elles sont en sens cootiàires; dans 
cccas,la8ur&oeF(*,^,ï)!=0,ou oefle :; . ' " — o tra: 
ceront sur la pnmitiTC une courbe qui sera sur celle-ci la ligne 
de iémarcation des points à courbures dans le même sens, d'ayeç 
ceux à courbures eu sens opposés. Hemarquons que dans toute 
l'étendue de cette ligne , i". F ou « — *■ étant nul , la surfiçe con- 
fondra sa forme avec ceUe des surbces déreloppables ; c'est-à- 
dire, que la suite des tangentes conjuguées aux tangentes de cette 
courbe, formera une sur&cc déreloppable. Ofions un exemple 
de ce genre de snrftbes, Supposons qu'une sftee eeostante de 
rayon se meuTC de manière que sou centre déorire une c«\ifb« 



izedb, Google 



196 DÉVELOPPEMENTS DE GÉOMÉTRIE, 

ui"* MÉMOIRE, plane, l'enveloppe de l'espace parcooni par cette sphère sera 
telle, qu'une partie de la surËice aura ses deux courbures daus le 
même sens, l'autre ses deux coiurbures en sens contraires ^ et si 
Von conçoit qu'un diamètre toujours perpendiculaire au plan lieu 
des centres^ suive dàiis son mouvement la sphère génératrice j 
il -tracera sur J'enveloppe là ligne de démarcation pour laquelle 
rf— j* est constamment égal -k zçro; cela posé , tous lés points 
de la sur&cè, placés du côté de la convexité de cette ligne, ont 
leurs courbures dirigées dans ki même sens , et les autres en ^ens 
ficaitraires. Enfin j toutes les tangentes conjuguées à cette ligne sont 
étideibraeht placées dans un ^n unique, celm dé la ligne de dé- 
marcation , partout tangent à l'enveloppe. Ces tai^entes conjuguées 
forment donc une surfiice développable. 

- s^'Dan^ le cas où Tt—^V^ulieude devenir nul, deTientinfinî; 
]a ligne de démarcation confond la formé de la surâce avec celle 
tfunecouiiie, et la courbure de k-sùifece est infiniè/Dans toute là 

limite marquée par 

I I __ .... 

;, ■ ' ' ■ rt^^^ F(a:, y, z) "^^^ 

^e swait . obculée par la ligne de démarcation, et cette ligue 
appartieaântit tout eirtière à la aurfîice des centres de courbure ; 
elle serait donc* géuéraiement, pour cette. sbrÊice , one véritablo 
arête de rebrbus^ement ou une ligne d'ii^exion. 

Si non-seulement (es deux courbiu-es de la surlace devaient par^ 
tout être dirigées daiis le même sens, mais qu'en chaque . peint leç 
deux rayons de ,coui1)ure dussent être égaux ;■ cette seconde cçor 
dilion pourrait être exprimée ou par, une équation unique - 

ou par le système de deux équations . 
Or j chacune ' des équations f=o ,'/= o étant à elle seule propre 
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à caractériser toute une Êonille de surfaces , leur système , ou ne lii»* mëmoibe. 
représente plus que la suite des intersections des suriàces des deux 
j&milles qui leur f^partiemient; ou seulement le genre particulier 
de sur&ces pour lesquelles les fonctions arbitraires des intégrales 
aéraient idu^es dtf meiiiètè à satisËtire à'cesi d^ix éqoBtions 
di£ërenttelles partielles. 

Dans ce. dernier cas on trouverait que les sphères sont la seule 
espèce de surËices susceptibles de sati^Kilre à la fois,'et généralement , 
à ces deux équations. ■ ; / - . . . 

Mais û l'on reiU seuJ/çment tracer .sqr «np surgkQ^rfjojMBée la 
ligne où les dçux courbures sopt ^^ales f on- f^r^ coe^ter Téqua-. 
tion F^so.avec féqoatioQ primitive , ou, cequij-evîentauitiêtne, 
l'équatî(«i |HrimiliTe avec Ips ^eux éqqatÏQils f =so «t f^o. Jùoi» 
on trouvera , ou une ligne continue.» ç^ç^^ içc^ fies couflHires égstesij 
ou des points isolés, ce seront autant d'ombilics de la siu&ce. 

Toujours dans Thypothëse 'où led deux courbures sont djms 1q 
même sens , si l'on vopl^t que les .deux , courbures fussçnt entre 
elles'dans un rapport quelconque , où qUeTubdes rajoris Fât cons- 
tant", etc.; ou que tes d{i<éèlionsdes cteux li^s de courbure eussent 
tmé relation toujours la' ihlêmé ; au inoye^ dés équatîBnis que nous 
avona données et qui font connattrè ces êlëAKnts^t leurs tappforts^ 
Bprès av<Mr trouvé la condition pour un point s'euleifaénti 'en l'éten- 
dant à tous les ponrts de là -snr&cé , on formera d*abard antaiit de 
lârniUés cUstinctes èr toutes revêtues' du caractère pîtrtlctiUer'qiiè 
l'on considère. Ensuite , sur les surËices tfuhe autre" génération', 
"ifd i«connattra leë lignes continliés, ou les points isolés qai satis- 
font à ces conditions étrangères , en combinant Téquation qui pré- 
sente chacune de ces conditions, avec celle du genre dont on s'occupe. 

Et comme cette marche est générale, quelque soit' le sens des deux 
ootiriMire», noià )ie kt suivrons p«e â&nouréau.danSfCeqni-now 
:l^9t«^ dfreiinais Dotu epfer<Hi6 Tok l'iwpritpar.^uelquetAjyplicatkwa, 
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198 DÉTEXOPPEMETITS DE GÉOMÉTRIE. 

SECONDE CLASSE. 

Sujfacei à coutintres en sens opposés. 

Mous aTODs TU déjà qae le caractère de cette daéie est d'aroir 
rt— *'=FCx,j, z) 
coDstammeDt négatif, il faudra donc qu'en combinant soit F=Oj 
soit ^ = o, avec l'équation de la surface même , 00 ne trouve que dea 
r^ultafs înugiDaires : telle est k condiUeil génâ^e qui appartient 
aassi à la classe qui noua occupe maintenant. • 

Si de plus en voulait que les rayons fïisseni ^atix cntr'enx en 
chaque peint j pUisqae la ccmditîon de c^te égaËté pour un point 
tmique est donnée par l'équation 

ftîsant 

(1 +î') ''— Vî*+ (i + ÇO tf= Xâd./(_x, yy'z)=o, 
y= o serait l'équartiou générale de cette &miUe de auiûçes. Jiuiqa'9 
présent ou n'a pas pu obtenir cette équation intégrale , et Ton d« 
sait eocqre fimner les sur&ces qu'elle représente , que par approcârr 
mation^ en la comqwsaat successiTement de zones infiniment pe- 
tites j revêtues chacune dif caractère d'aroir leurs courbure^ 
opposées et égales. J'observe en passant que la vis rectangnlajry 
est une de ces surfaces. 

Si mmntenant, SU): une sur&ce quelconque nous voulions re7 
oonnaître la série des points où les deux courbures of^K>sées ^ost 
égales t substituant dans 

(1 + î') r— a^î^j+C i H- î') tsw o , 
{tour pjÇfVySjt leurs valem^ «a x,y,j(, tirées^ féqiiMi<Ai 
â» 1& 8ur&o« que 1*oq conndire, cette équation partiotilariscrait 



izedby Google 



' THÉORIE. BSCnGS I. ' « I99 

la coturbe qœ f on oxiBÎdère et b fenit conAdtre. Noos observe- m>* i^Monœ. 
roiis, an reste, qu'en général cette tigne des courbures égales , 
cxnnme oeQe des suriàces de la classe précédente, dlviie les ^nes 
de courbure en deux parties, de maDière que pour chaqae M^e , 
une partie appartient à la cbreâioo de la pïus grande courbure , 
rautre à la direction de la moindre courbure. 

. TROISI^MB CLASSE. 
Sur/aces à simple courbure. 

Les surfaces des deux classes précédentes présentant deux 
ceui1)ures bien distinctes à partir de chacun de leurs points; Mais 
si l'on voulait qu'une de ces courbures fât nuHe ou fât infinie dans 
tous les points , à la rigueur le surËice n'aurait' phis qu'une seule cow- 
bure. Supposons d'abord qu'une des deux courbures doive être 
constamment nulle; tôlites les tignes de cette courbure devront 
partout être oscuiées par leurs tangentes ; il ikut donc que diacune' 
se confonde avec sa tangente , et soit par conséquent rectiligne. 
Mais deux tangeptes consécutÎTes , parties des points d'une ligne 
de seconde coiu'bure , doivent , comme nous savons , se rencon- 
trer. Donc , enfin, toutes les lignes de la courbure nuUe formait 
une surface dévelôppable : c*est prédsément la classe de snrfiices 
que nous considérons. Maintenant, j'djs^re que pour que la cour- 
bwe «oit nidle; il feudifa que - 

rt— «' = Arfrf.F {x,y,z) = o 
«oit féquatiofl difiereutietle seconde de la sui&ce V=:o. Cest en 
<^t réq>ia&>D des surfaces développables. O est inntile d'ajouter 
ccM&HMXii on trouverait s^ une suii&ce quelconque, la série des 
pfwts où sa iurme dsviei^ dévelo{^>aMe ; nous Tavons dit en parlant 
de Ja première classe des sur&oes. 

Si les denx courbures devaient 4^ udles à k fi^ , nm-setde- 
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m» MÉMOIRE, ment rt — s* âxrrsài être égal à îéro, mais les deux courbures 
étant égales alors, et pouvant être iarbitrairement considérées 
çonupe dirigées en sens opposés ^ ou dans le même sens , il Ëiudrait 
qu'on e^t aussi 



et (!+/'') r — 2pqs-^{i + q*)t=o. 

Or, la coexistence des deux premières et de 7f—j* = o, condui- 
rait à ce résultat imaginaire., ■ •■■ , 

il faut donc alors que r, s\ t soient nuls, pour que rt^~s\ 
s'éranouissé de luiHoaême, alors les quantités 

, . '-4- p.* _.o 1+?' o 

, .,P9 , °* P9 " j . . .- 

laisseront p et.^ su5ceptible;5 de tot^es iestiirftleurs possibles. Ihmc 
dans les surËtces dont la courbure est partout nulle , il Ëiut qu'on ait 

r=o, s =: o , is=o, 
équations qd donnent , aux diflférentielles partielles du premier ordre, 
^ = a, q=:b, et pour intégralecomplQtte z^ax-^èy-^cy 
Cf bf c étant des constantes arbitraires. C'est l'équation du plan , 
ce que nous savions devoir être , à priori. 

Si l'on veut obtenir les points d'une sur&ce quelcon({ue où les 
deux courbures sont nulles à la fois , on fera 
r=F(x,j',z) = D,. i=/(x,;',z) = o, t=f(3C,J',z)S:0. 
£t si ces trois équations, peuvent donner des valeurs de aç , ^ , x 
qui satisÊissent à l'équation de la sur&ce primitive , lés points cor- 
respopdant^ à ce^ coordonnées seront ceux où les deux courbures: 
seront nulles , et à partir desquels la sur&ce sera oscolée par un 
plan dans XovAes les dvections possibles. 
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Supposons maintenant qu'une des courbures doive être cons- J^^ mémouœ 
tamment infinie , et par conséquent son rayon toujours nul ; la 
grandeur graphique qui pourra satisfÈûre à cette condition, ne 
sera plus une surËtce , mais une ligne. En effet , il Êiudrait qu'en 
général Pf = ■■■■ Z. « > P^^^uit des rayons de courbure , fut nul 
pour tona les pointa de la surËtce. L'éqoation -^^ . = 0^*^, devrait 

avoir lieu constamment ; donc il ^udraît qu'une fonction âex,y,z 
fût infinie pour toutes les valeurs possibles de x,y, z, ce qui 
est absurde; car il &udrait supposer qu'un &cteur étranger à 
X yjjZ et infini , entrât dans cette équation , et par conséquent 
dans TjS ou £. Or, c'est ce qui ne se peut que par l'évanouisse- 
ment de quelques radicaux, et dans des cas particuliers. Donc 
il faudra regarder simplement Téquation j~p = o comme cçUe 
d'une courir qui , sur les snr&ces , frace la ligne des combines 
infinies : résultat où nous étions d^à parvenus en parlajat de H 
première classe des sor&ces. 

Si les deux rayons. de çourbiire devaient être nuls à la fois , 
on aurait de plus 

P + p = o, «a Ust£2l=^^tii+m.a^o, 

les Taleurs de x,^ , s appartenant à la grandeur graphique cher- 
chée devraient donc à la fois satis&ire anx trois équations. 

F(*,^,Z) = 0, PH-p=sso, Pp=o; 

Donc elles ne pourraient appartenir qu'à des points isolés sur des 
sur&ces quelconques. D'un autre côté , le point est la seule 
grandeur graphique qui, considérée dans sa généralité, ne présente 
qu'une courbure nulle dans tous les sens ; c'est une expresûon 
de la nullité de ses dimensions. 

f-*) No» neparloospas dacai oà«= V^i-t-p^+^=s o; il est inpotsild*. 

»6 
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zhpm MÉHoms- 

ARTICLE VIIL 

.^pHoation des principes précédents à la recherche des rayons 
de courbure des surfaces du second degré. 

ATftnt de toininer ce que nous avons « (tire «m* b. «ouilwre 
des surËices ^ considérée à partir d'un point nnîqne , nous allons 
présenter la râleur générale du rayon de courbure des surËices 
du second degré , ce qui nous donnera le moyen dé feire con- 
naître quelques propriétés de la. courbure des snr&cçs de ce genre. 
On pourra d'ailleurs regarder cet article comme le compilent 
des recherches de Monge sur la courlnire de l'ellipsoïde ; puisque 
ce géomètre n'a considéré que les lignes de courbure , et ne s'est 
pas occupé des raytms de la snr&ce. 

Lorsqu'on examine l'équation générale aux rayons de couc1)ure 
ides sur&ces 

équation qui résolue par rapport à R , donne 

On conçoit que quandj? ^ <jr , r, i et £ ne sont pas des fonctions 
^ *» y-iZ extrêmeftient simples, cette râleur doit devenir iune 
complication efirayante. 

Cependant, quelquefois, par des transfbmaations heureuses, on 
peut obtenir, pour les rayons de courbure, des expressions d'upe 
élégance inattendue.. C'est ce dont les surfitces du second degré 
TOAt Qow offrir un ex;emple remarquable. 
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£a propaal pour ori^e im ooardoBiié«s k centre de la «or- o^ v^Moxa. 
Skq , elle » pour équatioa 

Mettons d'abord cette âjoatibn sous la forme suîraiite» 

«t représentons a; b\ c* par *, C, y. 

Si par deux diffêrentiations partielles succ«8«rê8 , nona cherchons 
les coefficients du premier et du second ordre de cette, équation , 
ils seront , 

J*our le premier ordre i 



dz V je 



dz 



■ d'où 



ce qtUdoime. encore '■ ' 
Passant ensuite au second ordre , 






dW rt-.«^=;^.p 



(.*) En effet, m dans rt— f*, noMa, mttma paoc r, ^f ^ Ibu» Tftl«vn qno aoiu 
yaion» de tronrer, noua anrosa 

Or, il est éyident qae 
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m». MÉMOIRE. Si nous' combiaons ces valeurs avet les précédentes , il viendra 

(j+po «=- 5^. [(«-«')+g -5 (« -*•)] , 
(!+?•)'•=- ;^ [ce-r)+ ï -î ( e-r )] , 

J'obserre maintenaiit qu'en preiuuit dans les seconds^memhres tout 
ce qui multiplie ■+• ^ » j'ai 

^ + ?-S-^-« = (?H-9('-T-0 ■ 
Enfin an moyen de l'équation CV), cette valeur se réduit à 

quantité qoi , maltipUée par ^ » se réduit elle-même à > -» 2*. 
Ainsi 

{i+p') ï_9p7J+(i+3') rsa — ^ [(«-K+-?')-C»-hr'-H')] 7- 
mais d'ailleurs . ' - . ' . 

donc anssi , 

=- v/^ +^ + 7 [(»+« + y) -(sf+r + «•)], 

j en Tertn de l'éqnstiOQ C^ 1 : donc enfin. 
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m—HÉHOIU. 



tleur des rayons de coi 
donnée en fonction des 
oiat quelconque par cett 



Donc , enfin , la valeur des rayons de courbure des surËices dd 
second degré , est donnée en fonction des trois axes et des trois 
coordonnées d'un point quelconque par cette équation : 



oa bien, en remettant pour a^Çy-y leurs valeurs a% b*, <f, 

«^^ vf^^x * : 

Eider , dam son Mémoire où le premier il a fait connaître les 
propriétés principales de la courbure des sur&ces, a donné la 
valeur du rayon des sections normales de l'ellipsoïde. Il prend 
pour équation de cette sur&ce, 

m*' + 71)* -+- «' ^ a', 
et il obtient une valeur qui, développée, a pour numéiateiir 

\a* — mil — m)«' — n(i— niy'j^Cm'x'+ny), 
et pour dénominateur » . . 

a'(m'*'+ny)co8^— nz7i(m — n)'*y cos^ 
*-9/nn(m — n)xyz\/a'—m{i. — m)x*-^n{\—n)y't^pc4»p 
<^mn [a' — ot(i— m)*' — n(i — n)y](nMt*-f-rey')^^. 

n Êudrait donc difierentier cette TïIétDr par rapport à 9, égaler 
à zéro cette diâërentielle , et chasser p au moyen de cette Jicn-' 
yelle équation j la double valeur de K. qu'on obtiendrait alors , serait 
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lU"* AiÉMODts. celle des deux rayons de courbure de la sur&ce ^ mais cela jette-* 
rait dans un ealcul immense. 

On pourrait parvenir »i même résultat par une Toi« peut-êtra 
|tlu& simple et plus rapide f en disant usage des propriétés dont 
jouissent les rayons de courbure des sui&ces du second degré. 

Rappelons-nous le moyen de décrire ces surfaces, que nous 
avons rapporté page 5i , et concerpns qu'un point x,^, z étant 
pris sur la sur&ce , on mène , i". les deux axes Jf, D" de la sec- 
tion diamétrale parallèle au plan tangept en x,ff z; a*, ces den^ 
axes ét9ot rendes comme deux premières directrices ^ sa^poaoïa 
qu'oo. détermine la troisième directrice A qui » avec elles y forme 
un système de directrices {O'opre à la description de la surface. 

Nous artms d«a<mtré , page 33 , que les deux rayons de cour- 
{ipre Ml point je, j' , z , ont respectiveme^ pour e^resàtm 

D" D" 

F- *Â** 

De plus, dans le Mémoire où nous avons &it connaître ce 
mode de description, nous avons démontré que le produit des 
trois directrices d'un même système est constant pour la même 
sur&ce, et égal au produit des b'ois axes. Nous aurons donc 
d'abord 

A'iy'D'" = a€y = «-. 

Ensuite le ^amètre D, mené de l'or^ne au point x, y, z étant, 
par notre construction même, conjugué anx ânes D', D'' de la 
section dûunétrala , noua avons &lt voir aussi que la sonune des 
<piarrés d^ ces trois ^^uuètres est égale à la somme desquarrés 
dus trois ax:Qs i donc 

D' + D" + D'^^ = *.+ ff + 3. ac: a» i 
pir conséquent, 

D''+D"'^=5a'— DS mais I>'*D"»=p 
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Donc au8^ , par la théorie des éqaations da second degré , ma. aèémoire. 

Telle sera donc la valeur des deux rayons de courbure en divisant 
tout par 1^. 
Or , D étant la distance da pomt x , y, 2 à Twigine , 

de plus, 

(Tes «+£+>• 
Enfin f A étant la distance de l'origine au plan tangent de la sur- 
fiice en x,j^,z, et l'équation de ce [dan étant 

,=ïî + S: + ^. 

D'après ks fomndes conmws (Moage, Géom. AnalyL, pag. ii)^ 

Substitoimt ces valoirs dans réqiialion qcie nous Tenons d^otitenâTy 
il vient 



R-\/?+? + ?x 



C'est précisément l'équation que nous avons obtenue déjà. Mais 
cette demièfe méthode réunit à l'avantage d'une très-grande sim- 
plicité, celui do nous appr^u^ ce que signifieut toutes les 
grandeurs graphiques représentées par cette équation. Or, quand 
on veut bien coonaitre la science de i'étendue , il Ëuit pouvoir 
exprimer, il &ut exprimer toujours, et par l'analyse, ce qu'on a 
conçu par la géométrie; et par la géométrie, les résultats^ le» 
transftMTmatioDs mâmes de fanalyse. 
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UlwKÉMMKB. 

ARTICLE IX. 

Propriétés générales dé la courbure des surfacMdu second degré. 

Avant de déduire des valeurs trouvées dans l'article précédent, 
les propriétés des sorËices du second degré qui doivent Ëiire le 
sujet de cet article , nous commencerons par observer qne 
l'équation 

étant susceptible d'appartenir , sans exception , à toutes les classes 
de sur&ces du second degré , toutes les valeurs » tous les résultats 
conclus généralement de cette équation, appartiennent également 
à toutes I^ classes de cette ËuniUe de sur&ces , même aux para- 
boloides qui pourtant D^ont pas de centre. CVojez lanotel.) 

Actuellement, voyons quelle est l'équation de rindicatrice, dont 
la forme générale est . 

(i).... r(X-*)"-t-a^(X-x)(T-:y) + *(Y-J')'=C. 
ft noos substituons pour r, J, t les trob valeurs que nous avons 
trouvées , en supprimant bailleurs le Ëicteur constant — -J^ 
c<MiHnuu à ces trois coefiicients, nous aurons amplement pour 
l'indicatrice des surËicesdu second degré (puteque <t=:a%Cs=ft*), 

(i)"- (ft'-r)(X-*)*-l-axy(X-*)(Y-:y)+(a*-*'XY-rr)'i=c. 

Si je cherchais les axes de cette courbe , donnés par Téquation 
difiërentielle de l'indicatrice , et par cette équation de condition 

(X— *)(/X-t-(Y— ^)rfr+(Z — 2)rfZs=:o, 

je trouverais immédiatement, en chassant JZ, une équation en 
^ (voyez l'article II de ce Mémoire),. qui serait celte de» 
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■ THÉORIE. SECTION I- ■ t ,09 

de cônrbafé teOe que l'a doaiiée<'Mtitog^ :'il4pt 'donc iittAfle de m»* mémoire. 
le ïàire. , ■ ! 

En considérant Téquation f * ),}'<>b8ervequ*eUeneçoDtieatmz, 
ni le troisièine axe c; de là je conclus ce premier théorie,: . ^ 

Tbutes les surfaces, du. second deffré <qui oivt deux <fxes à 
et h des %jj ideîUiques, sont telles qu'en projetant les infH-. 
çatrices de leur courbure sur le plan des axes identiques , ces. 
projections sflnt pareillentent identiques j quel qvte soit.poun 
chaque surface le troisième^axe c. ■ . i" ' 

. I^nsUnote 11^ nous Terroi»,cette-^^q,IH^priété^ii)eQdretinâ 
extension plus grande encore pour tous les parabcdoïdes. . , ^ 

Maintenant, qous allons recourir à l'écjaa^nde Tij^pat^icepour 
classer les sur&ces du second degré , etpftr.spniiKiy^, on|^a„^i]; 
iqiie nous allons atteindre ce but de la plapj^<^^ la jilus eân]^Ie. 

Nous supposeroDS coDstainmenta*>,^ > c** Çebposé, sîilous 
considérons la valeur doimée dans Tp^tiglQ préoédeat.r pour. U 
^lantité donidépend la nature de l'iodicapice,^ ,.^ , - 

N(His Terrons que |i=-7 étant nécessàSrbment positif ^(^ tous 
les points de la suriàce , et le second &ctèur -4- '== -^^r ^^ conte- 
nant mas, ni ^ , ni iz ,, i| oJanerierà le mtoM«lgifte'aû8ffi pour tous 
les points de la narêm« sbrËtcé. D^ù résolte oë 8ec<^ théorème ; ' 
: Dans tous ,les points d'une même suifacé du second degré ^ 
^indicatrice est ell^que , ou elle est constamment hyper- 
bolique. ' ■■.' '■ ■-■'■'■ ,..-■;■■■■■ ' 

Cntfon» dam l'exàmén de ces dbdxcas principaux. ' 

Le facteur ^ étant , comme nous Tenons de le dire , néceasai^ 

n 
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aïo DÉVELOTPEMENT8 DE GÉOMÉTRIE. 

iii>* KÉMOiBB. renwDt positif, le produit rt — s* sera Suh-méine ^iddtif ou n^tif, 
suÎTant que l'autre &cteiir -^ le sera pareillement; or,^ est 

positif ou bëgatif , lorsqu'un nombrs pair on impair des &ctears 
ayÇ f-ye^ négatif. 

VoaCfjn^eaMTtmett^rindicatricèêstcombtmmenteîfiptiquef 
et les deux courbures aaot £r^es dans }e même sens pour tous 
ks pomts ct& la svfiice du second degré on' a, €,yt c'est-à-dire 
iii', fr'jCeoHt positife, c'est te cas dé féWipsBÏde; et pour tous 
les points de la surfece où deux des trois demi-axes a, h y c ont 
leor quarré; n^atir; &'est Fkyperboloafe elHptSipx ou à deux 
nappes. 

Secondement, ^indicatrice est constamment hyperbolique ^ 
et les deux contfmres sont dirigées en sens opposés dans tous les 
points de chaque sur&ce du second degré dont un seul demi-axe a , 
ou Jl>, on c a sott querré Begatf^j c'est Phyperboloïde à une nappe ^ ou, 
comme on est coarefin de l'ailler, l'hypèrboioïde hyperioHipie. 

£t d'après ce que nous avons dit au commencement de cet . 
article , les mêmes propriétés appartie/menCég^lement aux para- 
holdides soit elliptiques^ soit hyperboliques ; c'est-à-dire , que leur 
indicatrice est aussi constammçsit, animant ces denx cas, une 
ellipse ou une hyperbole. 

Aoti)elk9aaent,,rev;eKi»ilSi6)tf' la fecnndepariàquc^énotiB arons 
obtenu la valeur dep mjoEos'de ooarbur& des «ir&eès du second 
degréi Au moyen de la seconde méthode qui nous y a conduits , 
nous avons tu ce que sigmfie chacune d^ grandeurs dont est 
composée cette formule ; nous allons lire ce que signifient Ica côm^ 
binaisons qu'elles présentent , et cette simple iotet^rétatioa nous 
fera connaître plusieurs théorèmes nouveaux. 
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THÉOidlE. SECTION I. >ii 

Stv la Totenr tMnie ui» mÈHoau!. 

nous avons tu que la quantité 

est égale au produit R'R' des deus rayons R', R" cèrresponclatità 
atl double sigQe± du radicaî. D'ailleurs A étant lA distance clu centre 
m {dan tangent en x, y, z y on a 

Donc aussi , Aans tous les cas» oïl doit'aroir 

ï^'^"^^f ; <«'* <l6C:5=ÀVCR'R")- - 

Idais nous arons Eût voir dans le Mémoire d^ dté , sur Ifi 
description ded lignes H des &or&P«fi:4u«99QB4 d^é (Jqutqqux 
de TEcôle Ptdy technique, tome YIZ, eabisc XIV, note Y; p^e 76)4 
que le rolome de toutellipspïdâ est équiralest à cgiui d'une spb^ ' 

dont Le diamètre a pour (uifce le produit des trois axes de l'ellipr 
solde. lia graqdeur abc y et par conaéqutent aosiù la grandeur 
A*V(^'R'0 ^^ ^oiw ^'^^^ ^^ rapport constant avec le rolume da 
la sur&ce du second degré , iBos^n^Ue est. an d&psoïde. Mais ta 
général, soit (}ue l|t siff&oe dû second degré ait un ou deux de 
ses axes ima^arres , au Meu de les aroir tous ré^s , II £iut leEt 
supposer réels pour avoir le violume du parallélep^de ayant le4 
axes pçur arêtes , et d|B l'eUipan'icfe inscrit régolièrement diuis ce 
paralièl^rpéde. Alors on a indif^remmcnt 

^,àbc et f.AVCR'R'O 
pour expression du volume de cet ellipsoïde. 
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au DÉVELOPPEMENTS DE GÉOMÉTRIE. 

znB* M^oiifl:. Nous sommes donc conduits à ce résultât singulier , quMl suffit 
de conoaltre le produit des deux rayons de courbure d'un ellip- 
soïde, et la distance de l'origine au plaii tangent, pour connaîb^ 
le volume du corps terminé par cette sur&ce qui cepéfidant, elle- 
même , est loin d'être déterminée par un n petit nombre d'éléments. 

Revenons au cas général. Les deux rayons de courbure , ainsi 
que nous venons de le voir, ont pour moyenne proportionneNe 
le produit . des trois demi-^es , divisé par ïe quarré de la 
flistance du centre au. point où l'on considère la courbure de 
la sur/ace du second degré. 

Si donc on compare entr'eUes ^utes les sor&ces du . second 
degré , telles que le volume du parafiélepipéde construit avec leurs 
axes comme arêtes y -ffoit constant ; on veira que pour tous les 
points de ces sur&ces,oùIeplan tangent est équidistant du centre, 
le produit des deux rayons de courbure est nécessairement une 
^antité constante.:' 

^ Par conséquent encore , en concevant qu'une sj^iére ayant un 
ràyon-qaelooDquë , soit 'cônceDÔi(|ue. à Ih .sur&cè du second de^ , 
les plans tabgénts en tnéme tempsà la sphère et à la kir&oë, touche- 
ront celle-ci en autant de points pobr lesqneb le produit des deuf 
rayons de courbure est une quantité constante. et qui ne dépendra 
que du rayon de la ^^ére et du volume de la sor&ce ou de cçl<ii 
do paralléle^pèdé fbniié sur ses axea capùné arêtes^ . ' 
' £□ considérant deux siii-firces dii second degré çostiaitii<^e8, 
mais d'ailleurs d'une ferme quelconque eti^ayant rien de commun 
|Hmr l'une etpcHir l'autre, unplaotangent à la fois à ces deux sur- 
filées, leâ touché en deux points tels que pour chacun le produit 
des deux rayons de courbure qui lui con'espondânt en particulier, est 
proportionnel au vol^tue d^ Ja 8urËi.ce sur laquelle est ce point; 
ou du moins proportionnel au volume du parâll^epipède formé par 
les axes de chaque surAice< - r 
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: i THÉORIE. aECTlON I. . ai5 

De ces i^indipes résulte eocore une antre conséquence ; Une m^ mêhoih^ 
sor&ce non plus seulement du second degré, m^ de la forme la 
plos générale, ^Dt donnée, si Von veut trourer une sorËice da 
second degré qui Toscule en un point déterminé, et qqi de plus nt 
son centre en un point pareillement déterminé ; on connaîtra les 
deux rayons R', R" qui correspondent à ce point, la distfmce A 
du centre au plan taugent : on aura donc immédiatement le volume 
de la 8ur&ce osculatrice, ou du moins celui du parallélépipède 
formé par les axes de o^e osculatrice. 

Far conséquent, si le cçntre de la sur&ce osoulatiioe, varie 
et marche sur un plan parallèle au plan tangent, toutes lés sm*- 
Ëices du second degré qu'on va former ainsi , seront égales en 
volume. 

Et si le centre de la sur^ce du second degré s'éloigne ou s''ap- 
proche du pkn tangent, le volume du corps terminé par cette 
suriàce croîtra ou décroîtra proportit^ïiéUement au quarré de la 
distance du centre au plan tangent. 

B,emarquoiis encore en passant, que dans ce dernier cas la 
surËtce de la section. diamétnile Ëiite dans Tosculatrice du second 
degré parallèlement au plan tangent que l'on considère; cette super- 
ficie, dis-je, eçt directeinent proportionnelle à la distance de cçtte 
section et du plan tangent. 

Je me suis étendu^ à dessein, sur ces propriétés, parce .(pi'iliM^ 
parait pas qu'on en ait encore présenté qui eussent arec elle^ 
aucune analogie, et qu'elles peuvent d'ailleurs devenir- d'^e ap-; 
plication utile, but que nous ne voulons, jan^ perdre de vue. .. 

On conçoit, en eSety que les pe^tç segments des surfaces pou- 
vant être remplacés par ceux dé leurs oscàlatrioes , et les segment» 
des surfàceAi du. second degré pOUyatitêtl%&GileitieQt déterminés > 
ces diverses propriétés trouveront leur application dans beaucoup 
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9ié DÉVELÛ^EUENTS DE GÉOBfÉTRIE. 

ui» HËMoniE. de travaux das Ingénieurs , où il tint conaidérer les rohimea des 
corps tenjiinés par des siir&ces courbes. 

. Considérons maiotanaut la partie de la Tâlenr des rayons dç 
fourbure, qui se trouve bors du radtcftl; elle dOilae 

Dans cette équation, rappelons-nous que 

(5+^-^-^)^^ . ..- ■.: * 

^/(ô'+i«+c')=a et v^(**+r +«') = »» 
A étant toujours la distance dii centre au plaij tangent^ <X la 
diagonale du parallélépipède des axes , et D la distance du centre 
au point de la surface auquel les deux rayons R', R" appartiennent. 
Nous avons donc aussi, coipme nous Favons déjà vu. 

Cette équatioDi nous t^rend que la somn^e des deux rayons de 
courbure est.^Ie a la diffêrençe des quarr^ des diagonales de 
deux pai^élepip^des ay^t respectivemeot les demi-^es a,b, c 
ou les coordonnées X, 7, z pour arêtes, cette di£fêrence divisée 
par la distance du centre au plan tangent en x , _x , z. 

En c<yibinant ce principe avec celui qui Ëtit connaître le pro- 
duit des rayons de courbure , on verra que pour obtenir Immédia- 
teanent ces trayons , il suffira de connaître avec les axes , les dis- 
tances D et A du centre au point donné et au j^an tangent à la 
surfiice en ce point; car on aura de smte 

Il nous Mmble diflidilè dg réSuirè la question a de moindres 
y^, tonnes. ' ■ ■ '• 
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THÉORIE. SECTIOJf t iiS 

La dernière de ces fonnukis nods Ëiit VoJr ifCtc si on toape une lu»" uémoibe. 
surËtce du BecoDd degré par une sphère c|irî hii soit conceotr^ue,' 
pour tous les'pmnts d'iâ(er8ectio& , la -somme dés ràyonà de coùr- 
hme doit être récipFoqaedMnt proportioimeUe a la distardcèdii' 
centre an plan tangent. 

An contraire, si A au lieu de Tf^ devait étrô constant , afors, 
ainsi que nous l'avons dit plus haut, R'B."serait constant, et Ton 
trouverait les points de la sar&Éé du second degré qui donnent 
tout pour R'fi." une même valeur , en faisant mouvoir un plan 
langenUellement à la sur&ce et à la sphère du rayon A, qui lui 
est concentrique; pour tons ces points, la somme des rayons de 
coorbore est prdjptHrtionneHe à la dfierence des quarrés des diago- 
nales des deax para&élepipédes ^ant fespecdrement pour arêtes' 
lès axes a ,&, c, on les coordonnées X, 7, 2. 

Tirons enfin une dernière conséqnence de llnspectÎDn- de Fé-^ 
quation 

Etant donnés les deux rayons de couÀuré pour tiâ point 
d'une sur&ce quelconque, et de plus le centre d6 la surface ôscu- 
làtrice du second degré , si ce centre tourne autour de là-normalè 
passant par le point donné , comme autour f un axe de rbcation ; 
à chaque position di£fêrerite du centre, les* Crois axes de la.sijrfàcâ- 
osculatrice prendront une valeur particulière ; mais dans toutës 
les variaCoDS dont Us seront susceittîbles , la somme des quarrés 
de a, è, c ne variera pas. , 

Et si pendant ce mouvement on fait tourner la surÊioe oecolée 
autour de I^ même normale, mai» d'une manièce indépenda&la; 
^rs à chaque poutiôn du centre de k suirface oecnlatrictf dierchée , 
ewrespondront une infinité de ces odcotetrices- du second degré ; 
et toutes ces séries Ss sur&ces auront pour caractère coOuuun , 
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lu-t HÉHOiRE. que la sonune dee qaturéff des axes , prisa daas^ chaque silr&cb , 
ne cessera pas ^être la même ^*\ 

Ënfiu, d'après ce que nous ari»» ,dtt pkts havjt, tm' voit auasij 
quie toutes pes sur&ces oaQulatriccs .jouisseat de cette autre pro- 
priété, que le produit de leurs trois axes est une grabdeur consr. 
tante. Jl serait &stidieux de pousser plus loin ces considérations. 

, . ARTICLE X. 

Kouvelle méthode des tangentes. ■ ' *" ' ' 

, Pour donner plus de rapidité à Tanalyse de laconril>ure dest 
surfaces, nous nous sommes servi deconsidératiods infinitésimales, 
et des valeurs différentielle;^ ^ leur appartiemient. Nous, aurlonj» 
pu prendre un moyen plus.direct et qui eût rendu entièrement 
élémentaire la théorie des contacts du premier et du secoi^d 
ordre. Car la géométrie peut nous oflfrlr un moyen d'obtenir 
immédiatement, et sans considérations infinitésimales , les^ équations 
des plans tangents, et par suite , celle des surËices enveloppes, des 
sur&ces piutuellement osçulatrices, etc. _ . ^ 

Si l'on réfléchit sur les averses méthodes qu'on a succesare- 
ment employées dans la recherché des tfti^esites , on verra iju'el^: 
ont dû reposer, sur de telles, considérations. Conune on n'envisa- 
geait, en e£fet, que la ligne ou la surËice individuelle , à laquelle 
OQ. voulait mener une tai^en^ on un plan tangent,. il feUait,, 

'*> Si les deux rayons de courbure de la surface osculée , Tuiaient à la fois 
de manière à ce qae leur somme restât pourtant constante ; pour chaque nouvelle 
ComtrïnùsoD , m aurait une infinité de séries de surfaces oscnlatrices du second 
^e{^V doot^ies centoes «nient i une distance constante de la normale et du plan 
bug^t; or.«iti;e îofiitité d'in^t£s de surfaces OBCul«lrices , jouirait tou}ours'âe. 
la-propriâté commune, que la somme d^ quairËs d«s trois axes aérait an* 
^fvaémt constante pour tontes les auriaçest 
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oDtre le point dé contact, avoir encore ëgard aux autres points ui*» mémoire., 
de la ligne ou de la surfitce; c'est-à-dire, aux pointa immédiate- 
ment consëcutife à ce point de contact , ou à une distance infini- 
ment petite , ou seulement moindre que toute grandeur donnée , 
ou k une distance qui s'évanouit. . . . Il est , comme nous venons 
àe le dire , un autre moyen de s'éleVer à la détermination des tan- 
gentes et des plans tangents , sans recourir à ces diverses faypo- 
tlrëses, permises, parce qu'elles conduisent ^une manière simple 
à des résultats vrais, mais inexactes en elles-mémeà, et peu prouves 
à la précision rigoureuse que des élèves doivent chercher à mettre 
dans les raisonnements de toutes leurs études. 

Ce moyen consiste à chercher un système de sur&ces ou de 
lignes, dans lequel se trouvent à la fois ou la ligne, ou la surËtce 
que l'on considère , et sa tangente ou son plan tangent II est évi- 
dent que s'il est possible d'obtenir l'équation d'un pareil système', 
au moyen d'une constante ari>itraire ; en donnant tour à tour a 
cette constante les valeurs particulières à la droite et au plan 
tangent , ou bien à la Ugne et à la surBice primitive. On obtiendra 
d'une part l'équation de la fa'gne courbe et de sa tangente; de 
Tautre , l'équation de la sur&ce et de son plan tangent. Prenons 
le cas le plus général, et ne nous occi^ns que des plans tangents 
aux surfoces. 

Sur une sur&tce quelconque, concevons que du point x,yyZ 
on ait mené des cordes à chacun des autres points x', y\ z'. Ces 
cordes croissant ou diminuant toutes ensemble dans un même rap- 
port , prennent une pr^niére, une seconde , une ^troisième 

valetu* , et forment ainsi une [vemière , une seconde , une troi-^ 
sième.... sur&ce. Il est évident que toutes les surfaces qu'oi} 
formera ainsi seront semblables à la primitive , et.seml^ablement 
placées dans l'espace ; c'est-à-dire seront telles , que leurs lignes 
homologues seront à la fois proportionoelles et parallèles : donc 
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]»>•• nËHOiKE. aussi ces surfaces seront toutes tangentes à la prknirîve au point codi- 
mun x,y, 2. Tant que le rapport (a) des cordes honiologues sera 
positif, ces cordes seront toutes du tnéme cdté du plan tangent en 
x,_yy z à toutes les surfeces ; mais ces cordeis ^ront de cdtép 
.«pposés, Icu-sque ce rapport (a) deviendra négatif: d«DC, enfin, 
.lorsque la quantité («) aura la valeur déterminée zâ*o , Téquation 
générale sera celle du plan tangent à la surËtce au p<»ut que l'on 
xx>n8idère. 

; Il est visible qu'ici nous dégageons la méthode des tangentes 
^e toute considération infinitésimale. Nous pe toijobons pas non 
plus dans la méthode des limites, parce que dans cette méthode, 
ia grandeur limite est celle dont les grandeurs variables approchent 
sans cesse , mais sans pouvcùr jamais fatteindre ; au lieu qu'ici la 
grandeur particulière où nous nous arrêtpna, {Peut être atteint^ et 
même dépassée. D'ailleurs, il doit nou? être aussi pomis , dan? 
notre. équation générale , de Ëiire « = 0, qu'il peut l'être dans uue 
équation telle que ç (* , y , z) := o, d'y Êiire *-=.o. 

II est aisé de transporter dan^ rapalyse ce mode de géuératioa 
que nous n'avons présenté si îopgueiqsntqu'afin de prévenir toutç 
objection ; x , ^ , 2 étant toujours les coordonnées du point que 
Ton considère sur la sur&ce , soient * + Ç,jy-t-v,z + Çl^ coor- 
données d'un autre point en général , l'équation de la surface 
primitive étant 

z + C=?(*+?,J + v), 
celle du système de sur&ces semblables cherché > sera 

i -H < = ^ ( X + (tÇ , j' 4- au ) , 
qui , lorsqu'on y fera a = 1 , deviendra l'équation même de la 
sur&ce primitive; cela est évident. Mais lorsqu^on fait *-=6 dans 
cette seconde équation , elle appartient d'abord au point x, y,t) 
et elle donne 

2 5= <p.{X, y): 
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ilpnQ on » , . , , ^ , . iUf* MiMOttK. 

» • ■« ■ 

Soit meintenaiit 

■ en).... zH-2=A(jcH-X) + B(j'+Y), • ' 

Tccpiatioti dû plan qui touche à la fois en x,y, % toutes les aor- 
faces du système , plan dont aucun des p<»uts n'appartenant "sà. 
aux Taleurs positives de a , ni à ses valeurs négatives , et qui ce- 
pendant faisant partie du système général , doit correspondre à la 
valeur zéro de a. Observons, premièrement, que x,/; 2 appar*- 
tenanf^éceesafrement au pdan ungettt (n) , il Ëiut qu'tm ait 
. ■ a=:Ax+B>;, et par conséquent , Z=sAX + BT. . 
Rendons à présent a=:o dans l'iaquation générale du systémç 
de surËtces dérivées de la primitive \ alors ^ , v , ^ se changeront 
en X, Y, Z, et on aura 

Z = ^tg+'^g. J' + tt') — yÇj:, y) ^ ^^ -1- BY 

équation qui &it voir que pour obtenir A, il Ëiudra supposer que 
dans ^ (* , ^ ), X devienne x .+ a$, ou simplement x + A , puis 
développer par rapport à A, retrancher de ce développement la 
grandeur primitive 4 -, diviser tout par A; et Ëiire enfin A = o. Il 
est évident qu'alors tout -ce qui restera dû développement de (p 
en K , sera le coe£Etcient de la première puissance de A , et c'est 
ce coefficient qui égale A. De même B sera le coefficient de la ' 

prenùère pmssance de A dans le développement de ^ en A-, lors- 
qu'on mettra ^ + «w ou simplement y + A au lieu de j'. 

Si Ton suppose qu'au lieu de présenter immédiatemetit cette 
méthode pour les plans tangents, comme nous le Msons ici afin 
ctëtre plus rapides, on la développe d'ab<H^ pour les tangentes des 
Ëgnes «ourbes planes j puis qu'(»i TappUque au cercle et aux autres 
lignes du second degré, avant ^ la géaéralis«r et de la transpor- 
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luat HÉHoiRE. ter aux snrfeces , il me senible qu'elle sera &usceptiUe ^ toute 
la simplicité et de toute la rigueur désirables. 

Si l'on voulait désigner par les caractères reçus, les coefficients, 
desquels nottô venons de Tolr que dépend la. direction des tangentes 
ou des plans tangents , on repr^enterait par f' (x) ou j- la valeur 
fia^ + h)~^{x) ^ jo„(j„,(jn y feit A =: o i et alors 

étant l'équation d'une Kgne courbe , 

2 — z' = f'(*)(3e— x*) ou 2 — z'^^C*— *') 

serait Téquatioa de la tangente à cette courbe j mais si f était à k 
fois fonction de x et de ^, on fisrait 

lorsque A^oj enfin, on aurait 

z — z'= »'(x) (*—*') + ?' (J') (/—/), 

ou 

ou , comme nous avons écrit jusqu'ici pour plus de simplicité , 

2 — 2' = iJ (* — *') + 3 (/— /) , 

expressions dans lesquelles^, g^ etç'(x)i q, ^ et^{y)80SA 

pour nous les coefficients di£^rentiels partiels communs de l'équa- 
tion du système général de sur&ces que nous avons formé. 
Lorsqu^on propose une équation 

dans laqadle a est une constante arbitraire y à cbaqoe valeur 

~ fn Lotitpn y eit ngardi «mm» om ceoftante. 
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THÉORIE. SECTION I. am 

{àrticiiUère de a correspond une surface distincte. Ensuite, en ma«H£uoift& 
considérant a comme une fonction de x ct.y, on obtient une 
suTËtce essentiellement di£fêrente des premières j et si Ton veut 
que celle-ci etTune de celles-là soient tangentes dans toute reten- 
due de leur intersection , il Ëtudra qu'on égale à zéro la partie 
A' ( X — 3^)-h'B'(y — y ) j que a supposé fonction de x et de _^ 
ajouterait à l'ordonnée Z du plan tangent; et l'équation 

o = A'(* — x') + B'(7-y), 
ou, suivant la notation que nous venons d'indiquer, ses différen- 
tielles^. ^ étant prises dans Tequation du premier ordre en re- 
gardant x,y,z comme constantes, 

serait Féquation qui ferait connaître la tangente trigonométrique 
^ appartenant à l'angle formé en chaque point x , y , par Taxe 
des X et la direction de la courbe cherchée ; ce qui donnerait l'équation 
aux diffërentielles partielles de cette cotirbe que Monge a nommée 
caractéristique , et dont il a foit un grand usage. 

. Les lignes et les surËices lieux des centres de courbure , sont 
de vraies enveloppes , et les équations des normales , immédiate- 
ment dérivées de celles des tangentes* ou des plans tangents, 
donneraient Étalement, par le moyen que nous venons d'indiquer, 
tout ce qui peut être relatif aux contacts du second ordre et à la 
courbure des sur&ces: enfin, en suivant une marché absolument 
analogue, on s'élevenùt atix ordres supéijaurs. 
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.«.MÉMoou. NOTES PRINCIPALES ; 

DU TROISIÈME MÉMOIRE. ■ 

PîOTÉ PREMIÈRE. 
Des rayons de courbures des paroholçidet- , 

Oi dans l'équation' générale des sur^es du second degré rapportées à lètflr 
centre comme origine, . , : ~ ".■. . ' : -.) 

©•■■• .:4+^+£-: 

non* niettot^; z 4-"^. pour z ,.noii9 transpoiterom l'ârigine à l'un das-SOQinieb 
placés sur l'axé dea s , ef nous aurons 

' ■'.."■ .'a:^' , y» '--^ -, Bï ■ ' . '■ - t 

. ^+Ç+?.+T=°-. . . - ., , ;.; 

oo , en multipliait tous. les termes par c , 

Supposons maintenant que les irob axes a, h, c âeViénnent' à la fois inEôis , 
mais dans un ra^ort tel ^e,— ^ -t^ eX jz^^ -s soient , «epçndant des .quan- 
tités finies, 1* tome — Viiaoouira iml , et il rettetai . . ' i 

:, [iiv;:/:î+ï+-°-:.:;r:. ■■_:■...; 

C'est l'équation générale 4» parabtdnâqi dont 1» 8<fniiwt,-eat^riB.P9iiriorignBi» 
et l'axe pour axe des s. 

n suit de là, que si, des résultats que nous avons obtenus en parlant des 
surfaces du second degré qui ont un centre , nous voulons passer aux mËmes 
résultats relativement aux paraboloïdes , il faudra simplement faire a, b^ e 

in£nis , les rapports — = -j- , n = "5 restant finis. 
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NOTES PRir«3PAl4ES, THÉORm SECTIOTÎ I. eaS 

Appliquons cç1ï« piËthp^e à U â^dmiMtkw àeA /ayçns ia oombiin ; nout jj^^, MÉMoniR> 
arons trouvé pour cette Trieur ,(,ait. "VIII de ce lyiépioii-e), 



''=v/»+^ + ?x 



i^Iûls céttip mène équation eut iridmuuent idieotiqae avfc celWcï, ' ' 



,t C^-H.f+.,-)-(i-+v'-H') ± ^/ A»--l-«--)-f)-(j--hy'-f^')y . 5* ^^._^ ey ^ jv\ 

Mettant donc z + c poar z , et réduisant comme nous venom de dire qu'O faut 
le faire , il Tient pour l'expresaion des rayent du paraboloïde , 

,'- JEn suiT«4t la mvofae ordinaire îadiquét par la valeur g^iérale àés rsjrons -àt 
courbure en fonction de« cofficients différentiels ds premier «t éa second ordre» 
jto^È eussioss.pa parraaiir directeHient i sette éiqua^oo. 
En effet , 





u. 
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334 NOTES PRINCaPALES. l 

IOm MÉHOIBÉ. ^^"'^ eoSa, on anra généràlenient pour tons les paraboloïdea ; 

(,-f.^»)r— 3pgf + (i+p')t _ A + B— fl» 
a(rt— **) a 

Par conséquent aussi , 

Or , telle est la raletir que nous Tenons de trouva-. 

. Remarquons maintenant dans cette équation , que V/ TV ^ rI + ' étant la 
Taleor inverse jdu cosinus de l'angle formé par le plan tangent arec le plan 
des X , y , l'autre facteur 



Vc^^^^^J-abCS+TTT) 



est égal i la portion de l'axe des x qm, mirant le si^e d: j est la projection 
de l'un ou l'antre rayon de ooni^nire. 

La somme de ces deux potions de l'aje est donc donnée par cette expres- 
sion trèe-simple 

A + B — az, 

dans laquelle A , B sont les demi-paramitrea des deux paraboles principales. Ensuite 
le produit des deux rayons de coui^ure est égal au pro^t des deux denû- 
paramètres , avisés chacun par le quarré du même cosinus , c'est-i-dire , du cosinus 
de l'angle formé par la normale et l'axe des x. 

Si donc us plan tangent au paraboloïde et mobile , fait constamment le même 
angle arec l'axe des z , pour tous les points de contact qui coirespondront à ses 
direrses positions , le produit des deux rayons de coiiri>ure sera constant ^ et alcws 
la somme de* rayons croîtra ou décroîtra proportionnellement à l'ordonnée s 
du point de contact. 

Enfin , pour tontes les sections faites dam un paraboloïde parallèlement i sa 
base , la somme des deux rayons de courbure ' est réciproquement proportion- 
Pfilffl an cosinus de l'ange formé par la normale arec l'axe' des z. 
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' THÉORIE. SECTION L aaS 

NOTE II. lU"» MÉMOIRE. 

De Vindicatrice des pamboloïdes. 

Roui Tenons de voir que l'équation générale des paràboloïdea rapportés à leur 
(ommet comme .orig^e, et à leurs plans piincïpaux comme {dans coordonnés, étaat 



ca- 



X+B+"=° 



ca- 



•n t pour les coefficients différeotieb du second ordre , 

1 , ■, . ' 1" 
, ' = -Â' .,' = »' ' = -B- 

donc dans les mêmes liypotlièses, l'équatioa des indicatrices des paralwloïdei est 

Or j'observe que les coofEoioats de X ^ s: et Y — y ne contiennent ni jc ni v ; 
ils resteront donc les niêmes , qnriles que soient ces coordonnées -, d'où résulte ce 
titiécwifne remarqnahla : u Dans' tout ^paraboloïde du second degré (elliptique on 
hypeibolique) ; W indicatrices de la oonrijore 9e projettent tontes sur un plan per- 
pendiculaire à' l'axe, sniTant des courbes semblaibles et semblablement placées, 
o'est-i^ei qû ont leurs lignes homologues parallèles, n 

Mail nous savons ( art. I ) que chaque iodicatriee peut 6tre considérée comme 
l«toèdDtùfatta<l|ns la'iuc&ce parnupUn parallèle au plan tangené, et qui d'ulleurs 
toixiit ù£niiaeat Tei^iiL', 4e plus , tinite»les sKtions faites dans ime surface du second 
degré par des plans paraUèles , sont semblables et setnlilablement placées dans 
l'espace. Donc aussi , pour un même plan de projection quel qu'il soit , les pro- 
jections des sections bites par des pla^ quelconques seront semblables aioC pm- 
jeiAions des indicatrices dont le plan leur est parallèje. Mais sur le plan pnpendi- 
culaire à l'axe , toutes les indicatrices dn parabolpïde se projettent suivant des 
courbes semblablrà ; et dont les aies sont parallèles : 

u-BAbc toute» les courbes planes qu'on peut ccmceroir sur un paràboloïde ,' 
projetées sur un plan perpendiculaire i l'axe , sont des comibes semblables , et 
tféniblablement placées sur ce plan, c'est-èj^dre qu'elles ont leurs lignes homologues 
parallèles. Enfin , la m^e pru^mété aai;liit Uea encore , pofmd que la {Kojectiom 
se fît parallèlement à l'axe^, jnai» d'ailleurs sur un plan quelconque. t> . 

niT'DB» H<râ-» DU TKOISliHE BlÉ«tOIRi;. 

39 
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SUPPLÉMENT 

A L'ARTICLE IV DU PARAGRAPHE PREMIEa 

DU SECOND MÉMOIRE. 



Osctdation des ^courbes tracées sur des mrfapes qui sont en 
contact suivant une ligne quelconque. 

Hjs exposant les propriétés du contact des sorfoces et de ceini de leiks sectioni , 
( premier Mémoire , page 34 M suivantes ; second Mémoire , page SSétsuiTantea), 
noua n'avons pas donné. aux. tbéo»âmea jqQe j|oiu a^n» exyot^, tost h ^tc 
loppement dont ils sont susceptilile»: nous croj^eos deroir le fairaict. 

IiorsQue d^ux snrfaccs ont danb tûBfl» l'étendtaa tf nlis lipuï Hnriw'inB «oBtact 
de l'ordre m, ns j^aa tasgmt à «ett» boMdw! et tpà ttmpe In dfcox Mtttuei , 
j produit deux scctioDs qai n'ont pas seuleaieiit enÉi'elles nn contact imméiiattment 
snpérienr à m, mais immédiatement «apérieto au' double de m. Vcàl4 ceqmMnt 
«lions démontrer génénlemsnt, . . ' ' ' ''* ' ' ' 

Prenons sur la Jigoe de contact de« dealt. «afaw» , ImAata faiolt UmM lmi 
fement oonsécutiia ^, y ^ », « x-^d^, ^ + d)f;x'4-ob; m MO»' mffOKn 
mù les deux éipiations de cette combe decoatact, «int - _ -ii :' '-■; ' 

,= fC:r), a =/(»), . — ' ■ 

nova OTOBs pour :é([aatit»iS' de ea tangente an point x, y, »; 

C9).... Y-_y=f.cx-x); z-z^y'.c'x-V).' . ; ,.. 

et cette équation pour le point x + dir , y-^ dy , z-\-dz, dcrieD^ , ■ 
(0--. y-;y— rfj=(f+<iOCX— a:-<ic), Z-«— A=(f+*^XX-T*^Tdr). 
Donc au peint où cette dernière ^eitc reooostre le plan ' 

X -^ ar. Se o a 
laesé par la point .x,jp, «, perpendicit}aii*eifient iVkxs des x-, on X 

Cr:-..* Y— _y-<(y = (f + <ff)<ir, Z — * — tfa = Cf +^)d!r, 
équations qui, en Tertu des éqoalian» naêaie» de I« «sunin de contact j se 
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SUPPLÉMENT. 327 

réddsent i 

Y— _)' = (ff'.<tc=F.<ir*, %-^% = âf' .ix^f'.ia*. 
Ces éqnationt nous apprennent d'abord qne là distance dn second point an point 
X , y , % pris sur les deux surfaces , est une distance infimmest petite da second 
ordra ; puisque , à cause de X — x = o , elle est exprimée ainsi 

Maintenant, faisons passer un plan quelconque par la tangente (S') ; ce plan 
tracera sur le plan X — x:=:d, une droite dont l'équation peut être mise sous 
cette forme . 

(t).... Z — «— /■.(fcc*=mCY— j-— f-tli:»), 

puisque cette droite doit passer par sf, j» + r.dic*, i-^f.cb? point de la 
droite (6') placé sur le pUn'X — x=;o. 
Mùntenant soient 

» = ♦(>)> « — *Cy). 

les équations des sections feites dans les deux surfaces pftiposées par le plan 
unique X ^ x ^ o ; ces équations , comme on voit , ne sont autre chose que' 
celles mêmes de ces snifaces , en y regardant seulement la Tarîable x comme une; 
constante égale à X. 

Cherchons l'intersection de la première com'be s :^ 9 (j*) , arec la droite dont 
nous Tenons d'obtmir l'équatioa 

Z — a— /'.d:r* = m(Y— ^— P.<tr»). 
Soiont^-I-A et z4-^ ^^ valenn de Y et Z qui appartiennent au point 
d'intersection dierché. Par cette hypodièse, l'équation précédente â(Mmaa 

S = mA + (f* — mT) air». 
Mais l'équation s ^ ^ (x) donne 

S = ^.4+,'.i + ,- -|lj + etc. ; 
en combinant ces deux équations , on trouve immédiatement 

(/■ - mP) ip-= (»f- )») J + »• il 4. ,- J^ + rtc. 

Le prenûer memlve de cette équation étant inGnimçnt petit du second ordre " 
lorsque dx est infinûnent petit do premier, il faut alors, si h est aussi du pre- 
mier ordre, que ç' = m, ce qui -serait rendre la droite que nous considérons, 
tangente à la première sraface. Nous exclurons cette hypothèse, et nous «uppo- 
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aaS DÉVELOPPEMENTS DE GÉOMÉTRIE. 

n™ MÉMOias serons que la droite et cette surface se coupant sous un angle fini quelcodqsc , m et 
^' sont par conséquent deux quantités dilFéreates. 

Mais si f)' et m sont dilFârenti L'un de l'autre , pour qne le second membra 
de réqu4lipii pcécidente soit un infiniment petit du second <Hdre , il faut que h 
■oit lui-mËme un WF"*""»"^ petit du second ordre, dx étant du premier. 

Donc , dans ce ca&, en peut toujours faire b:^M.dx*, m étant une quan- 
tité finie. 

Si maintenant, à la courbe z = f ( j/ ) qui appartient à la première surface , 
nous substituons la courbe z ^ 9 (y ) qui appartient à la seconde , nous auront 
de même , en [venant j* + H et z 4- K, pour les coordonnées du point où cetta 
courbe est rencontrée par la droite (ïj , 

mais les deux courbes f et 4 étant tangentes en x, ^ , z , ^ :=3 *' j or f ' est dîff^ 

.' rent de m : donc m et «'sont inéganx; donc en. veito-de l'équation précédente, 

notis auhnuaaaH K. S: Afla;*, A étant une cpiaatité. finie: donc, en, mettant- cette i 

vaJwr dans l'éqpation précédante, , et «. (£s* pourA dans l'équation donnée par U 

/ premi^. courbe , il vicadm 

, , ti.dx* , .«••(ir* , _ «'. dr* . 

* = » -T- + » — i-+» TX3-+«"-- 

"=* nr+'' ■T:r+* TX3 +•"• 

Or, z-i- h est l'ordonnée du pômtintersectïoirdfc là trace-(t) et de la première 
courbe z=: 9 (x) : c'est donc un poiAt de IHnteiectîoa de la' pr^oière surface 
•t du plan coupant. Mais x—dx estPabecnsadupoint où là tangente (S^toodiei 
les deox surfaces, et ce point' est sur le plan coupant, puisque (^ y est tout 
ratière. D'ailleurs, la courbe de contact ayant pour équation en x et z, 

z =»y"(x) , donne dz -^ f.dx. 
Donc enfin, pour Isicoorbe tracé»- pajr le plan cotqnuitsar.la première sur&ce , 
lorsque x devient xiS.dx , la ditFérentielle de 2 est A ^f • dx. 

Ainsi réquation de la première courbe d'intersection est tmméâîàteMetit, 

« m , ■ «.(tr* , , t^.dj^ , , a?', da^ . , 
ifaea/'di+f,.— j [,^5.— _-+^».-_-^ + etc. 

démente, 

dassfdx tf V-, . -t^»'-. +♦■.— — s-^- etc. 

«st féquation de la seconde courbe d'intersection. Voyons maintenant qnel est le' 
rapprochement de ces deux combes. 



, Google 



SUPPLÉMENT. aa9 

. La fonctksa / éttïit indépendante des fondioni ♦ et ♦ , nom voyons d'abord mEWOIRE, 

gne, quelles qne soient ces deux {onctions, et par conséquent quel que soît 
l'angle formé par deux snifaces qui se coupent , tout plan tangent & leur inter< 
lectioa coupe ces denz surfaces stuTant deux couri>es tangentes. 
Avant de pousser plus loin cet examen, détenninons les valeurs de. a et A. 
Pour cela , reprenons les équations 

(/" - mP ) <Ir* = C*' - -n) 7 + f ' ^ + ♦' 7^ + «0. . 
if'^jnP) dx^=i«f— m) 5 + «» ^ 4- ♦• J^ 4- etc. 

Elles donneront , par le retour des suites , ' deux séries de la forme 

(i).... h = adj^ + bdxi + cdjfi + exe. , 

(a).... A = Aitr* -H B«ir* 4- Cir* + etc. , 

dans lesquelles on aura 

f — m **— m 

Donc l'une des équations suivantes entri^era toujours l'autre : 
. a = A , ç' = *'. 
Maintenant , revenons aux deux développements qui appartiennent atix deux 
intersections dont nous voulons apin^er le rapprochement. 

Supposons d'abord que tes deux suifaces ont simplement dans toute l'étendue 
de la courbe qui leur est commue , un contact du premier ordre-, alors on aura 
pour tous les p<MntB de cette courbe , - 

9 ' = »' donc aussi , a =: A ; 

et les deox développements deviendront . ' ' 

rfa=/'<tc + f'.Ca+MrS-- . 0^ + f* (o +Wr*+.. . .)• ^ + etc. , 
J*=/'<tc + 4^.Ca+Bdx^. . .) — + V (o +Bd^+.. . .)• ^ + etc. ; 

d'où il suit que de étant une quantité du premier ordre , les deux dz ne 
pourront différer qu'à partir des termes 

Donc elles ne pourront différer de quantités plus grandes que le quatrième ordre , 
«t par conséquent, elles auront entr'elles un contact du troisième ordre. 

Ainsi, lorsqu'un cylindre est circonscrit à la sphère, on plan quelconque tangent 
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a3o DÉVELOPPIMENTS DE GEOMETRIE. 

U« MÉMOIRE. À lem; cawbfl do contact, coupe k aplière swrut isq oércl« qui n'est pu ûa-* 
lemest osdil^wr éé l'ellipH) Mctian da c^liate , biub qoi a un contact du 
tRwiinw ordre avec. wttBellipia. . 

Supposons maintwant qa'cm ait '■ 

f'=:z^' , ç' = ^b* , p*— 4*. . . ■ Jusqu'à ' ç" ^ fc*. 
Par cette condition l«s m premier* coefficient des déreloppements (i) et (s) 
seront ideotiqaes. Noaùnaat donc p et Pdes deux boeSîcients du rang m+i , 
les premiers termes par lesqueb les dz des deux dérvloppemants pnioient dif- 
férer, seront 



,.,.nH-i 
donc les deux sections auront enlr'elles vu contact de Tordre 9(m-t-i}— i- 

Si , par exemple , lee deux surfaces ont dans toute l'étendue de leur courba 
de contact un rapprochement du second ordrt, tout plan qui les coupera tan-> 
gentiellemeut à cette courbe , j tracera deux seetitHu , qni auront au même point 
ma rapprochement du cviquiénw. ocA%. 

Si le plan coupant , au lieil d'avoir une position quelaonque par rapport à la 
courbe de contact , était son plan osculateor , alors A et H j «s lieu d'ttft des 
inllniment petits du second ordre , seraient des infiniment petits du troiii^e t 
il faudrait donc mettre a.iix'+bdj^+. . . , au li«a de a.ds*-^idsirj-. . . ; alors 
on aurait « 

dz=fdj: + f'.(a+b<l^+.,.-)^ +f'(û+Wr»+...)'f^+etc. 

dï=/(fx+«'Ca-f-B<ir»+...)^+»*(o+Bie'+...)'7^ + etc-» 
et dans cette npuT«lle bypctbAse , si on arait - . 

.ç'=5#'i ^"=3»', etc. ji^sqn'à." p'^^*';'- 
le premier terme de la différence des da serût de la forme ' 

, i-a.. ..m+i ■ 
Donc les danc surfaces auraient entr'elles uil contact de l'ordre 3(m+ i)— i-. 
De là résulte ce tbétn-éme Très-simple : lorsque deiix surfaces oilt, suivant toute 
une ligne courbe , im rapprochement du premier ordre , tout plan oscqlateur à» 
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SUPPLEMENT. sSi 

cette covbe trace sur Us surfaces , deux sectiona qui ont enbr'enea on rappro- jj^t MÉMOmt. 
diement du cinquième ordre. 

F.Tifin , pour paaser au cas le ^ia général, supposons que la surface coupants, 
au lieu d'être un plan, soit quelconque , et qu'elle ait un rapprochement de l'ordre n 
avec la courbe de contact des deux surfaces données, £t pour ne ritit tainerà 
désirer , employons pour ce cas qui reufeune tout les ppéeédena , i» méthode 
générale des fonction ^analytiqu^ 

Soient a, i, c les coordonnées du point die h conibe de c(wtROt,par lequel 
passe la surface coupante. Soient o-f-«, b+S, c+yles coordoonéea d'i" 
point quelconque de cette courtie, dont les dpoz équations soient 

(C).... ft + ff=fCà + -), r+r=/{a+.) * 

Soient a-i-m, &-)— C-f- A, <-4> y + ft Tes coordonnées de la section faite par le 

plan ^ = a ~f- « dans la première surface coupée, eettesèctiQaaurapoar^qDatifla 

f(<^-f:* + *) = C4 + C + A). 
La seconde surface coupée aura de. méms pour éqnatiOD 
• Cc + v-f fc).= (i + C + H3, 

H étant l'ordonuée de cette seconde section pour l'accroîssement A commune aux 
deux sections faites par le plan x=^a+M, nonnale à l'axe des x. 
Soient maintenant a4-*> .i-hC+h-i c-f-y + A la cooEdvmtci.'dc-la -snfbce 
coopa^its; on anr^ de «niteppii^cette snrfaM ma équaboa de cette fi)tM| ' 

.. .. c + y+«=,^Ca + #. 4+ff+t),r y 

exprimons d'abord que cette surface et la courbe b+S={(a+») , c-f-y=:/(a-{-«) 
ûQt un C(mtact de l'ordre n. Mettant dans l'équation de la surface, f(a+'>a) pour 
6 4- C, J'ai 

9i nous faisons h '= o j nous resterons sur l'intersection de la surface^ du cylindre 
«fant ^-f-fssf Ca+«) pàorbaae, tandis que ses arêtes sont parallèles i l'axe 
des 2. Or, fl fandra qtte cette section et la courbe (C) aient' un contact de 
l'ordre n. Fusant donofC*, f (•*)]=«('>), et comparant les déyeloppements 
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23a DÉVELOPPEMENTS DE GÉOMÉTRIE. 

II- MÉMOIRE. "*^"*'*1"'*»*^ 

/ = •'. /• = •' ./t'>=^-). 



K étant U distance du poiot a-^m,h +f > c -f- y i la auiface coupante , cette 
dùtance neaurée bu' l'ordonnéB x parallèle 1 l'axe dn z. 

Maiotenant, lorsqu'on Toodra trourer l'intersection de U tnrface cotipaiite et de 
U covriw ^Cc+¥ + ft) = i + C + A, a faudra supposer daoa l'équatiom 
»=C-.C-+0_/C-+')) — "'^' ^ qoe f(H-C)deTiwui9 f <*+0 + * . « alo» 
* dereaant *.+ ii = k oera toujoim de lafomui •- . , • 

1.3.. ;n-i|-i ' 

c'est-à-dire, qae«'"*"sera toujours la moindre puissance dea qui puisse entrer dans li. 

Soit donc A:=ïW*"; drrel<^tnt ( i + C + *) = f(c + v+fcî,on4 

, ,, . . o»"*' . ,, , vO'»**'*'' . 
«=f (c + v)— p- + * (c + r)— Y"^ hetc 

et de même , en. comparluit U seconde sur&ce avec la surface coupante , 



. Pour réctnnaltre oiaintenant le npptodiBment des combes exprimées par ces 
deux éqaatious', obserrons qoe fl et (a)i lorsqu'on y fait «sro, deviennent 

~ / Donc , en se bcMnamàùx moindres' puissances de », la partie O de 



a et de (Q) qu'il faudra considérer, sera la même. Mais si les deux surfaces proposées 
ont un rapprochemeut de l'ordre m , il faut qu'on ait ^' = *'. . ..f":=#'' ; donc 

sera là moindre puissance de l'accroLjsenieiit « dans la diSÎËr^tielle .de;^ indouées. 
des deux sections. Doac,cesdeux sectionsont au point 9,, h, c, lai, contactât Tordr». 

Si , par exemple , n = 1 , m ;= 1 , les deux sections auront un contact dn tmi- 
lième ordre : c'est ce que ^ous avions d^à démontré. 

(flH D? 1^ FRfMlèRS SICTIOW. " » ■• *'' 
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Les deux Ménfires qui eomposeru cette seconde Section, ont 
été présentés le i" février i8i3 ,àla Gosse des Sciences phy- 
siques et mathématiques de VlnstiUit de France ; et dans sa 
Séance du 8 mars i8j3 , elle les a jugés, comme les précédents, 
dignes de son approbation , et d'être inséras dans /e Recueil 
des Savant étraDgets, 

En 180^, le dernier de ces Mémoires avait été déposé à 
l'Institut Royal de Naples, qui mit l'auteur au nombre de 
ses Associés étrangers. 



izedby Google 



DÉVELOPPEMENTS 

DE GÉOMÉTRIE. 

QUATRIÈME MÉMOIRE. 
GÉOMÉTRIE PURE. 



PARAGRAPHE PREMIER. 



'Propriétéa geTiérales des siiffaces tra^ectoÎT^ orffiogorudest 
relatives à la courbure des surfaces. 

XjÀ preoMère parti» de ces rechorcfafa aTait prisc^alemeDtpopr 
bot ^'fiuf'mfpv les aarSetow dans la &xçm» de^eur. cQurbtirfi,'eq 
chaque poi»t oowidéré ispl«ai«Dt, et^ pour «iosi dire , ii^djépen-; 
dangiwwl de too^ 1«8 astres. Niins ayorn ru que des J'ittstavi 
oà ie nmiibre des domyées est Auffisaot pour i^ue cette £>nne ea 
va Mul point «oit p(Kn)^eU«aaeDt déteraùnée, il est toujours posr 
sJiiU 6t màwe ^cUb dVïbtenir ch^tcun dos éléiaeiits qui la ppnati^ 
MKQt ^ \à, pfirt^HiLuiaeiit, à par^ de ce poii^ Enfio^ do«s arons 
YV *jf» la ^k^\» discussioa des lignes coudsea éa. second ^égré^ 
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s36 DÉVELOPPEMENTS DE GÉOMÉTRIE. 

IV" MÉMOU^ conduit à ^a solation complette des problêmes de ce genre ; c'est- 
à-dire , de tous ceux où les dpimiées et les incoimues sont des 
quantités dépendantes de la courbure des sur&ces en un point. 

Les^ questions où les pudeurs graphiques à déterminer , n'ap- 
partiendraient pas seulement à des points individuels y mais à la 
surSice toute entière; ces questions, <£s.je, seraient infiniment plus 
difficiles à résoudre que les premières. Les solutions ne pourraient 
plus être constamment les mêmes pour tous les caS ; elles cban- 
geraient dans leur nature , comme les surKices dans le genre de 
leurs formeâ. Nons savons actuellement, p»- «^niple, qu4I est 
toujours Ëicile de déterminer pour quelque point que ce soit d'une 
suTËice donnée, la direction dé seà ligiles de couii>ure, et b gran-* 
deur des courbures principales, estimées suivant ces lignes. Mais si 
Ton voulait obtenr fiîmuUaiiàaeiit tous les poii^ d'une de ce« 
mêmes lignes , la géométrie ne pourrait plus nous oSrir de méthode 
que dans chaque cas particutier où la nature de la sur&ce serait 
connue ; elle se refiisenût constamment à résoudre des questions 
plus générales ; enfin, il serait impossible de réduire les solutions 
à des méthodes universelles qui , par la variation successive dp^ 
éléments qu'elles embrassent, puissent, devenir égatement appli- 
cables à toutes les formes particulières de retendue. 

On se tromperait en croyant que la géométrie, dans ses moyen* 
de procéder à Ja recherche de ht vérité, dut avoir des bome&posées 
Seulement pîir 'la liatui-e de cette science, evinaA par la nature 
mêise des= choses. On se iromperait Clément en erojant. ces 
Éiornes Woins'recidêes que- celles où PAnafyse p«ot atteindre en 
inarchant vers le même but Ces deux méthodes sons des formes 
diffërentes j sont les développements tdentiqties d'ime seule .et même 
s6iencé qui soumet à la fois tontes les grandeurs à «es combinai- 
sons, à Se^rapprocJKmenfs. L'une , ftans jam^ pàrâre décèles 
Éhoses mêmes qu'elle doH considérer-, porte partout Nvidsoce vywi 



izedby Google 



THÉORIE. SECTION IL «5? 

efle ; elle r^pd smsibles toutes ses «onceptioDS , touteâ seei ^éra- mémoirk; 
tioDS, et les grandeurs graphiques sont pour elle un moyen de. 
peindre dansl'e^ace, etsa mardiie et ses résaltats. L'autre substi- 
tcre aux quantités dont elle s'occupe , dtis lignes purement abstraites} 
elle dépouille les ^xindeurs de tout ce qui n'est pas inhérent aux 
relations qu'elle enrisage; elle ramène tout à des lois gâiérales ; 
elle représente les objets par des symboles qui les remplacent; 
elle est une langue : elle parle, qu*ôn me pas^e l'expression, elle' 
parle et:dle éz{Hrâne tout ce que pense ou conçoit ia première; 
et ces deux lùarches si différentes oat l'une par rapport à l'autre, 
lefk mêibes aTaStages et. les mé^les désav^i^ages^e la pensée 
rcJatiyeQieat à la parole. En fixant les idées par des signes , l'une 
eoulage l'ioteUigeiice dont .eUe double par là les forces à chaque 
p»a : c'eatainsi qu'elle e&t, qu'elle s^a toujours le véritable instru- 
ment des grandes d^coarei^ea. S^s«ouT^t {mr }p secours de l'autre 
m^ode, oti. pressentira les y^tés nouTelles, et d'une seule concep- 
tion on ira trouver ce qu'on Dtteindra j^us bird que par de longues 
^rmules^ souy«it aussi c^e .vue ^t^péç amènera dans les c^culs 
l'-élé^m^, et:|ft,&^^. : ,';: . ; ; 

' '!Ç^iotIqtt'3ei?i'-8cpt,n;l&-géDiiiârie zœpéutpaS'yéleTGir.àde&qaca-^ 
tiMU d'oh ceTtaiaiotlrevl^aDâlyBedcàt dosCi-égalementsç jjouyer 
insuffisante .pour atteindre à leur solntion.. Ainsi , de même que la 
géométi^neipetitpas offiir. de x|ioy)ensgién«raax pour décrire com- 
plettodiait' lèsligaés.de: ooioditire udés . fljur%ces fsupposées . quel- 
conques, TaoaljisBi'W pcéseutiKa .pa»'iionlpks deméth^ode qui' 
8?ctend<i à-Ia.f<ii8.àiixiabn^ct$ «le tous ies genres^ ,«t qu^ puisse 
oflâir , dans toua les cas, l'équatkNa immédiate de leurs lignes de 
courbure. Cette équation, eOèctivement, ne pouvant ^tre <d>tenue 
quepàr Haté^-ation de fencfipps dépoidantes de la forme qu'afifecte 
la sor&oe, IMnlégMlion dfonevre iiQpossi^e taat'que-la sur&ce, 
<t ipar- conséquent ce&foodipos ne cessent p^ A'^tr* générales et 
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»5« DÉVELOPPEMENTS DE GÉOMÉTRIE. 

IV»» HÉHOK£ ïDàéienrdtiées, Pour ieà mêmes raèans , encore , ctxnii]^ fl oe s'en* 
«ùit pas de ce qu'une sur&ce est d'un genre déteraivié , qu'y est 
pofl^bïe à U géométrie de coostndre ses lignes de oonrbore ^ la 
inéme restriction doit être imposée à l'étendue des résultats. japa- 
fyti^ues. Dans tous tes cas où cela, sera posable à la pr^aiére 
de ces deux, adcnces , celle-ci pourra s'élever à Féqoatlon géneràJo 
dès li^es de courbure ; dans tous les autres cas , il nb hii sera pas 
possible d'obtenir cette équation. 

En considérant ainsi l^nalyse et U géométrie dans leurs rapportai 
ces deux sciences s'&laira'eiit mutudkaneât , et diacnné d'ellet 
éfaccn^lra de tous les progrès de l'abtrel. Dans les questions qut 
noas occupent , par exemple , chaque e^èce nouVeHe àe fonction* 
qn^ l'analyse saura soumeHre à ses îiftégmtions , f^ cotmattre 
les lignes de courbure d'autant de ËinsUes ëlSHareoties de sorjaoea; 
et dtaqtre noorelle'dasse^ d& sÉsfeces -dont la gëbméine pourra 
détermitiOT les lignes dé eourbulré , coâdcdra dans l'aiiiatyse à l'inté4 
gration cPautant de genres diâërents de fooctioûs. 

Ne rejetons donc aticun- de ces moyens pôiir procéder à la 
recherche de la vérité; jugeons-les utiles l'un et Paiitre,'iet <^er- 
ch(msdan»(duq(iBCA8feipIap3ff^aitÉ(piK;ed;piiiacpie, dk^ili! sc^et 
(]tie nous tritons , l'aiudj'ainè &oa8idaBa^aitpas ce tfo&ia. géoraér 
trie nepooiraltobtmr , oontinocnisciicoréà stÙToela médiode cpii 
nous a aerri d'abord, •CTpyoqi 'jnaqiAni ette ett auaceptiblii d^ 
noo» ocodaire; nous roppenàitùai teceaii» lamâthpde dèsjoateato.. 

Si.pDUr quelque eûrGH» qoe;ce soit , isaqs^uckJiiaiéfablb; oeAre 
les ^*andâurs ^aph^iies de tccds Sas poifita -dïuaaimAn» Ëgoe de 
fcourtrure^, des relations géniales et coDstastes} quoiqDe ces rela^ 
tions ftissent Décessaifemeht ùwt^BanteB pour la âétermiuatkMi 
absolue de cette tJgoè , ce eenit cependant un 'pas «{e fiùt dans ht 
redterdie dé Eb 'ferme : on aoralt d'autant plas limité la càaaaA 
des courbes parmi tesqueUes d(wieiit ae trouver les l^naa dccipii^ 
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r- THÉORIE. BECnONU. «Sg 

Sure , on D'aùrait phu à cwisidércT que les espèce» soumises aux iv* méMoibe- 
relations dé}à trouvées. * 

; Nous alioas présenter un théorème .général également applicable 
à tous les genres de surfaces, et qui, dans tous lés cas, nous 
oSrant une infinité de moyens différents pour procéder à Fa détèr- 
mînâtioh des lignes de cooibtire , permet > en ic^usissant le pdus 
avantageux , de parr^iir ; par la roie la jim fiicile , au' résultat qu'on 
8© propose. ' • . 

Que rpn conçoive une courbe quelconque tracée dans l'espace ,' Théoiéautoaitmm- 

'■ . -11 'i ■ . r. .Ulïurle» mrfiic.-i 

et par chaque pomt (i , a, 5) de cette courbe, trois surfaces ar- tra,ccioicc« octho. 
bitraires{Si),(S.),CS,),fiç.i. :■ "''^■ 

Si ' d^qoe sur^ce (S^ et chaque sur&ce (S^ se coupent à angle 
droit daps toute l'étendue de leur intersection ; si pareillement 
chaque eurfece (S,) est coupée à angle droit par chaque surfece (S,) ', 
et de même, chaque snr&ce (S.). par chaque surface (S^), aussi à 
angle, droit, dans tous les points d'intersection de ces sur&ces de 
difllraits systèmes :.ai, en un mot, les surfaces (S,) ,.(S,) ^ (Sj) forment 
ensemble un système de tny'ectoires orthogonales ,chaçué sur/acè i^ii^^^^i^^^^,^^ . 
(S,) seTacoupée.par toutes les surfaces (SO suivant les différentes H^^de'^bi^ 
Ugt^s d'une de ses courbures , et elle sefà coupée par toutes les •''* ™rri«. wajee- 
Vir/aces {S,} suivant tes d^erentes lignes de la seconde, cour- on de* ontutona- 
hure. De, m$me , chaque surface (S.) sera coupée par les (S,) 
et les {&^ ; chaque su^ace {S,). le sera par les (S.) ei /ci, (S,).^ 
suivant ses lignes .d^ première et Je secÔJide courbure : ênfiii ce 
théorème aura ]iea,. qu^les que soient les relations des divers- 
^sternes entr'eux.j qu^es^uesoiçnt les lois qui lient entr^ elles 
les surfaces d'un même système. , quelle que soit thaque fur/acè 
des trois systèmes ^orthotomides ( vo^ la note I). 

En supposant vrai ce théorème , on doit voir quelle peut être 
son utilité dans la recherche des lignes de courbnre deç smiàocs. 
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34o DÉVELOPPEMENTS KE GÉOMÉTRIE. 

^ IVtMÉHORB. U suffira , pour connaître ces lignes , de trouver un aenl éystéme 
de trajectoires orthotomidéft , où soit comprise la sur&ce que l'on 
considère j car eq détennùpant alorç les intersections de cette sur- 
&ce arec celles qui lui sont partout normales, ces intersections 
seront les lignes mêmes cherchées. 

vuliKidecepmdp*. C'est réduire en analyse une intégration à Œne élimination, et 
il est inutile de dire quelle, difl^nce existe entre les difficultés 
de ces deux opérations. Sans doute il restera toujours à .déterminer, 
ces systèmes, généraux de surfaces trajecttûres orthogonales ; mais 
cette ' question étant d'une autre nature que celle de la i«ch«rçhe 
immédiate des lignes de courbure j on conçoit qu'il j aura des 
cas où cette recherche directe sera plus &cile; alors il fitudra tout 
simplement y recourir : tandis qu'il y aiu*a d'autres cas où la méthode 
ordinaire sera la moin? avantageuse ; alors il &adra l'abandonner 
pour se ^èrrir du moyen que nous proposons. II ne &ut paâ- 
qu'on dise que si l'intégration de l'équation aux lignes de couf* 
bure est inipossible , la déterpùnation d'un s^téme de trajectoires 
orthogonales (jui donnerait ces lignes , est impossible aussi Dés 
qu'une surfece existe, ses lignes de courbure existent pareillement; 
quand on n'en obtient pas l'équation; cela signifie seulement que 
Içs méthodes connues sont insuffisantes ; et comme chaque sur&ce 
jndiTiduçUe est consprise dans une infinité de s^témes de tra- 
iectoires orthogonales, qui tous donnent les lignes de courbure 
cherchées , on conçoit qu'on peut trouver un cle ces sy^mes, et 
cette découverte conduit à l'intégration d'un nouveau genre de 
$(>nctions : ce sont deux services pour un^ rendus à la science par 
pe moyen de procéder à la recherche de la vérité. Mais nous 
reviendrons encore sur rapphcatlon que nous proposons, lorsque 
pons aurons démontré le théorème que lious avcms avancé. > 

CtHi^dérons pour un moinent une setflç ^uf&c» dans dia^e 
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THÉORIE. SECTION n. ' a4i 

fTÔo^ dcÂ (S;), des (S,) et des (S,), et r^ésentons par (i, a), iv» héhoike. 
(*,5),(5,'i) les courbes ortbotomiques snirant lesquelles se 
coupent les snrfecès (S,) tet (S.) , (8.)' et (S,) , (S,) et (S.). Gela 
posé, cherchons quelles felatioiis les directions de ces courbes dlri- 
ter8ecti*n(i,3), (3,3), (3, i) psarent âroh* an point (i,B,3)qat- 
leur est coimnan à toutes trois. 

Si par (i, 3,5), fig. a, not» menons le ^an tangent à (S,), et qu'à 
une distance infiniment petite du premier ordre, nous menions à 
ce plan, le plan parallèle («) ,• celui-ci coupera la coùri>e (3,5)^ 
ai un point sotùT un angle infiniment peu difiërent de Taitgle 
droit, et par conséquent ce plan coupla (S.) et (Sj) suivant deut 
courbes (Ott.) , (O^s) qui se croisent en O sons un angle infiniment 
moins diEfêrent encore de l'ângle droit; c*e8t-à-dû%, sous un angle 
qui sera droit à une quantité près du second ordre , puisqu'au ^oint 
Oks deux sur&ces (S.) et (S,) aa cessent pas de se coupera atigte 
droit. (Voyez la note II.) - 

Substituons maintenant à (9,) une de ses oscalâtrîces du séceOS 
degré (Z) , qui ait son sramnet P an pMnt d'oscalation ( i j 3, 3 ) ; 
cette DOUTelle sur&ce coupera (S.) et (Sj) soirant des courbeb 
(2, S.), (2, Sj) osculatrices en P à (i , 3), (i, 5) : donc les sur^ 
' faces gan<^es ou déTelO{^>ables formées par toutes les normales' de 
.(ï) suivant (2 , S.) , (2 , 83) , seront osculatrices aux courbes (1 j a) , 
(1 , 3). Far conséquent en Ô sur la normale primitivePOr , elles 
.seront encore tangentes ans cttobes infiniment Voisines (v, a) ^ 
(9-,. 3): donc, au inémè point O, ces deuxsurfiices^esnormaksse 
couperont à angle drett, à dts quantités prés du seccNod ordre. 
. jSi maintenant nous trà,çonB les droites APfi, C^>, fig. 5, 
languîtes aux secUrais prinopales de (X), en son sominet F (PC, 
par ^emple, étajit la f^us petite, sectipn), Ajfiie dços pretùons 
le plan tangent ea F pour plaa de pYt^ection^ les^BO^)tftde•à(S) 
en deux points N, N' du même càté dç AB, se prtijetterom en 

3i ■ 
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»43 DÉTELOPPEMENTS DE GÉOMÉTRIE. 

. IV-» HEMontE. dedans de la aur&ce , «l se diriger<9ït toutes' deux d'un ; 
côté de APB. 

Supposons que PN,PN' représentent ïee âémems du prejnio' 
ordre des emirbeft (1,3), (i, 5), à partie du point (1 , s , 5) ou P ^ 
Kr, NT' étant la profectioa des normales parties deN^et N', le 
plan (tt) coupera ces deux normales en deux points v , t' qui se 
projett^ont à distance du second ordre de JJ et N'; mab PNjPW" 
sont, par hypothèse.» d'une Itmgaeor du premier ordre; donc, quel- 
que position, que puissent prendre les courbes d'intetscctioD (i, a) , 
,(i,3) entre AB et CD, les angles ►P/ et NPN' difiTéreront toujours 
entr'eux de quantités du premier ordre , et par conséquent rie 
- pourrcmt pas appartenir oux intersections.de la surËice (&,)avec(SO 
ni (Sj) j tant que les deux nonii0es Nr, NT' ne seront pas fdacées 
suries plans prjncqpwt de (S);' c'est-à-dire, se rencontreront pas 
.la normale de (Sj) passant en P : donc, pour que les trois surËKes . 
puissent.se couper deux à deux orthogonalement , il &ut qu'au point 
;(i,3,5} qui leur est omunun à toutes trois, les lignes (1, 3),(i, 5) 
suivant lesquelles eUes se coupent, soient tangentes aux direc^ 
lions APB , CPD des secjUpns principales île l'osculatrice (i; du 
second' degr^, .■'.:.. • - 

Or nous savons, et Ton peut démontrer, àj^n'on^ comme noufe 
l'avons Élit, premier Môufrâ'ç, § II, qu'au sommet P d'une sur- 
&ce d^ second degré , les directions des sections princâpales €PD 
^PB soitf cfUes de i^os grande et de moindre courbure de la sur- 
iace; donc aussi les directions des lignes trajectoires: (1 , a), (3, 5) , 
(3., i) sont conat^mtnent sur les orthotomides ou sur&ces tra- 
jectoires, orthogonales quelconques (S,), (S.), (S^), tes lignés diri- 
gées suivant la plus grande ou la moindre courbure de ces sur- 
ËLces : donc, enfin, txs. p'ajectoirés elles-mêmes sont deux à deiab 
0u THvAe pointy le^ ligne^ de plus gr/xnde et de moindre cour-- 
bure des onhotomides {S,)j (S,) j {8,)i . 
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Théorie, section n. ' «45 

JusqnMci àani les rdations que nous avons reconnues pour être ir* mèhoirs. 
les coiïséqDeBces nécessaires de rorthotoniie des surËices (S,) , (S.) , EuDcndagniuienn 
(Ss) , nous n'avons rien vu qui puisse isoler les surËices d'un groupe u!hL Xne>*î3a 
des surfitces d'un autre groupe. Considérons leurs intersections suc- ^'tî^cwi^'S^ 
œsflivèa , et dans les formes particuBèrés qu'eSes affectent , ch«r- ''"'P'^'*- . 
clions à suivre encore la loii qui coordonne le sysCéme général dç» 
trajectoires orthotomides. 

Comme Texamen dans leqoet nous atlons entrer est par lui-mémo 
assez abstrait, et qu'on peut à la; rigueur se dispenser d'en suivre 
ks détail», quoique soient propres à jeter beaucoup de jour sur 
la théorie de la courbure des .surfeces et des lignes courbes , 
nous croyons devoir avertir ceux qui ne veulent pas approfon- 
dir un tel sujet, qu'ils peuvent omettre le paragraphe suivant , dis- 
tingué-par des guillemets , et pasiser' de suite au troisième, où ils 
trouveront PappIicatioU de» génér&lité^ ^pMées dans le premier. 

Discussion géHérçM des systèmes dé sutjaces tta/ecioèret 
orthQgonaiea. 

■ « Présentons d'abord quelques dénonànationa qm reviendront Do tiaHa«««t^ 
» sauvent dans eeque coud alleas exposer. De la même manière '^^ 
yi que tods les cercLes écliptiqufi» sant rencontrés ^ngentiellement 
» Sur la t«rre ou 4an6 le ciielt par des cerdes tropiques qui ser- 
% vent de Umite à Te^Mce eouvert.parees: cercle», nous appelle- 
» rons tropique d'un système qaeleoffqae àA Itçaed Eie'E', E/t'^'E", 
B EVfi"ï"V..;. la courbe <^eV", fig. 4^ qui. touche à la foi»' 
» chacun* des coiirbet^ritRitivesj ; ' , r " , ' , , 

- •y^ Par analogie ^ ensuite j loréqu'âu lien d\& éjixètak de lignes , 
s Doos aurons à cQD^dérer un système ^«ùr&ces, nous oom- 
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iT*MiMOiitE. » zâeroDS «ur&ce tropéïde j ou simplement tropSidéy la snrfifce 
» particulière qui dans chacuo de ses points '^ touchera l'one deic 
» fiUTËtces prùnitires. 

]}« irotHqaei <i da i> D'après cela , il est visible qu'on pourra toujours con«déFer 
SX' de wuaH » Je tropique «'■" . . . ., fig. 5 , comme formé par les intersections 

^^^^^™"*"» successîres des courbes primitires Ee/E , EV«'Ï', E'VVE" 

i> immédiatement consécatives ; que de m^e, on pourra toujours 
» considérer la smûpe tropéïde comme formée par les întersec- 
» Uons successives des sur&ces primitires qui se succôdent im- 
» médiatement. 

.» Supposons qn*un groupe de sur&ces (8^)'^ (S,)", (S,)'",. . . soit 
» représenté, l'-parlesystêmcde lignes (i, 2)^', (1, 2)^,(1, a)!-.- 
» couvrant (S,)'; a*, par (1, a)", (i,.aX, (1, aX..'. couvrant 
» (S,)"; 3*. par (1, a)% (1, a);, (1, a);,... couvrant (S,)% etc. 
3> Si nous considérons les intersections successives' des (S,)',^,)", 
» (S,)'",.., ou la tropéïde de leur système, nous dirons : dans 
» toute l'étendue de Tintersection de (S,)' et de (SJ', chaque courbe 
3> (} } ji/ ^t cpupée par une courbe (1 , %f\ ^ même dans toute 
■f, l'étendue des intersections.de (S,)" et de (S,)'" chaque conri» 
» (i , a)" est coupée par une courbe (1 , a)'"; et ainsi de suite. Ainû , 
» par exemple, (i, a);, (i,a);, (1, 2)^,. ...se couperont C(»isé- 
y> cutiv«nent , et fcumeronl une première sar&ce (S,), et un trth- 
» pîque [1, a], sur celte 8urfeceideinémê(i,aX, {i,'aX,(i,a); 
V se couperont consécutivement , en formant une seconde sur- 
» fece (S.X,, et un tropique [i, a]^ sur cette sur&ce, etc. 
» Nous venons donc d'obtenir un second système de surfines (S.) 
» absolument différent du [«remier système (3,). : et les tropiques 
» [i) 2]/ï[i>3)/,» [ijaX„ de. ces surfiices (S.) sont tous sur la 
» tropéïde des (8,). ^ réciproque de' ce principe est également 
» vraicj c'est-à-dire qu'en repassant des (S.) aux (S,) , cfunoift 
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% nous sommes. parv«i)ad des (S,) aoz (S.) ; botu Tânrons que les iv-* mémoire. 
» tropiques [a, i],, [a, i],j, [a',i]y,dea (S.) sont tous sur la 
» tropéïde des (S,). : > . : 

- » Ainsi, lorsque l'oân conaîd&é une séné dé- soifiices dotat le 
!» nombre dépend d^m seul paramétre arbitiavv, et, su^ chatpie 
» sur&ce, un système déteitoiné de lijgnes courbes. Ces' lignes 
» courbes , par leurs intersections succeesires sur les surfaces qui 
» les contiennent reSpectirement , forment une première série dtf 
» tropiques , et l'aisemUe de ces tropiques , une certaine sutfilice: 
■j> tropeiide. Ënéoite, lorsque Ton cctnsi^ière chacpie courbe 'tioïmne- 
7> coupée par une autre , prise dans la stn^ce inOniinent voiane , on 
y> troare une nouvdle série de tr<^iques, une nourelle tropéïdè : 
j> or cette dermifre tropéïdè est ce qu'on appelle ordioairemeDt la' 
y> Bur&ce enveloppe des snr&ces primitires; ot l'autre tropéïdè , 
7> au contraire, est Feurdoppe de la nouvelle série de snr&ces; je 
» veux dire de b série des sur&ces formées par les intersections 
» succesrâves de' cbacune des courbes données avec celle qui la 
X suit et la précède immédiatement en passant d'une, des surfaces 
» primitives à Tautre. 

. » Revenons maintenant à notre sjst^e général de sar&oes. 
5> trajectoires ortholomîdes (S,), (S.) , (Sj). Le groupe des (S,) est 
» traversé par «étui des ( 6. ) suivant les courbes ( i , s ) .- à ce . 
» système de courbes (i, a), correspondra donc d'abord une 
3> première suite de tropiques [ i , 9 ] , placés sur les (S,) , et fcr- 
9 mant par leur ensemble la tropéïdè [a-^] des (S,); puis ooe 
s seconde suite de tropiques [a , i], placés sur les (S,) , et formant 
% par leur ensemble la tropéide [tr,] des (S,). Enfin , la même cor- ..'. .. ■ 

» cespondance des lignes tropiques et des surfaces tropéïdes avec 
» les surfaces primitives, aura lieu pour les courbes [ i , 3) , . 
n intersections des (S,) , avec les (S,), et popr celles (a ^ 3) , Uiter- 
3> sections des (S,), avec les (S,). 
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IV* MÉMOIRE. » Cplft posé , conaidérona , par exûrâpte , les intersections «dc- 
» cessiTes des suarfecea (Sj) , ou kur Iropéïde [ff,]. Généralemenf 
» parlant , cette tropéïde sera la limite de l'espAce occupe par les 
2>:(Ss) :. elle sera donc également la limite deM'espace'occapé par 
» les (6,) et les. (S,), puisque partout les sur&c^ du sjstémegé-; 
» néjcil devant se couper a an^^e droit , chaque point des' sur&ees 
i d'une série est au^i comman à quelque sixr&cedes deux autres 
s sértes. Mais ceUe tcopéiide [r^ étant là limite, db l'e^>aice occupé 
» par les sUriacQs (Sj), leur est évidemmenlpartouttangente. Doue 
> elle sera partcwt iv>rnMk)§:à qiKlqti'we des'(S,)'et de5.{S.). Con^ 
•^ cluops; 4*3i>ord que Les courbes cooununes aux sorlaces (Si) ^ 
» aux (S^) et à la tropéïde [a-i], prisigs deux à deia dans l'un et 
» dans Tautre de. ces ti-ois- séries , forçiept dans tonte féteddue d& 
» cette [ir,}, pafriple sjst^se de toa^cfoires ordiotoaiiques. 

Arête do rAunuàc, » Nous TcnoDS de Toir qu.'aucune des «urfeces (S,), fS^nepeut 

ment àa nuface» ■ ^ ' . \ '/ J ^ V - r 

■ oitho- » franchir la limite ou tropei'de [^^ » que chacune d'elles pourtant 
» rencontre à angle droit : donc après avoir atteint cette tropéïde^ 
» il faut aussi que chacune d'elles se rebrousse pour former une 
]» seconde nappe unie à la, première dans toute retendue du contact 
» des (Si)j ou (S.) avec ^ffsjî par conséquent , chacune des lignes 
» (i, 3) intersection des (Si)«t de» (S,), en venant rencontrer à 
» angle droit la tropéïde {iT)] , change de nappe su/ (iS,) et sur (S,) , 
» et rebrousse perpendiculairement à la même [<raj. 
' T> Par conséquent , encore, toutes les orthotomîques (1, 5), 
» pfacéea surla ménie'(S^), en venant par leurs intersections soc- 
» cessives fonner leur tropique^ [i,^] sur [a^) , toucheront ce tro- 
» pique sur [ffs], et cfaaBgeront denappeen seprulongeant toujours 
D sur la même (S,). Enfin , ce tropique sera pour- le» deux nappes 
» de (Si).une vérilaBle arête de rebroiissèment. 

» £ie ménie , toutes Ies.tra)ectoiires (a , 5) placées sur une même 
» surfece (3J , viendront toucher leur tropique [a ,.3] sur la tropéïde' 
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. . THÉORIE. SECTION II. . f i^? 

af [0's],«t ce second trt^iqse, sera peur les; (8.) oie qu'était le it*» M^itont^ 
:» premier poqr les (S.) , la linute de deux nappés distiiictes, en m 
» mot , une véritable arête de rdïrouBsemeDt des (S.). 

» Ainsi sur la tropéïde [a-,] , les projections (i , 5) forment une 
» preml^e série d'arêtea de rebiH>u8aemént qui sont respectiVè- 
•» ment -les tropiques .dfes.(S, ), preirtiei" groupe; les 'tPajéctoires 
» (a , 5> forment une seconde série d'arêtes de rebroussement qui 
» sont reâpectÎTemait les tropiques des (S,), second groupe, et 
»■ chaque tropique de la première série coupe à aiiglo droit tous 
» ceux de la secondé sérié'; mais nous ytehons de voir' que les 

* trajectoires (i , tf) ont toutes un point tropique ou point de re- 
» brousseioaént sur [ff-j] qu'dles atteignent à- angle droit : ■ 

» Donc enfin , les tropiques ie (S,)^ les tropiques rfe^(S,), et les 
-» intersections (i , a) des sulfatas (8,) avec tes (S.), forment sur 
» la tropéïde [ir^ , te y^stême ^néral de courbés orthotomiques 
■» dont nous avons démontré l'existence il n'y a (pi' un moment. 

* » D'ailleurs tous les résultats que- présentent les relations des (Sj) 
>> avec les (S,) et les (S,), sont également applicaMes dux (8,) et 
» amt (S,) considérées respectivement pérrapport à la combinaison 
B des deux autres groupes de surfaces (S.) , (Sj) ; (Sj) , (S,). Ainsi le 
» système complet des ■orthotomidé8'{Si)-,'(8i), (8j) présente 'en 
1) général trois tropéides bien distinctes [ffilit*"»] t M) dont Chacune 
Ti est touchée pair foutes les surfeces orthotomides et leur sert dé 
n> limite. Mais chaque trc^étde est lonchée tàngentielle'ment par- les 
» orthotomides d'uii premier groupe, et inormaleiriënf j^ cétleâ 
T> des deux autres groi^es, dans toute l'étendue des ligues tro^ 
11 .piques réciproquement orthogonales : enfin ces tropique? sont 
■a pow les deux derniers groupes de vrmes arêtes de rebi^nssement 

* placées tout entières sur la* tropéïde que l'on considère. 

- » En général, chaque orthotomide(S,) a donc deux tropîiques 
> ïiien distincts, l'im produit par les intersections successives des 

* (i, a) sûr là tropéïde [a-,]; l'autre par les intersections rtiecessiye» 
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iv«* HÉHOouî. ^ des (i f 5) siir là Irop^^de [ffs] : ces tropiques se eonp^t à angte 
3> droit , et sont i'un et l'autre ^e Traies arêtes de rehroussesneot 
» de la surface (S,) qui les contient. 

Dm ugita iqFptmo- » Consîdéroiis maimenant , sur la tropéïde [ff,] , les tropiques [i, fr] 
» des (S,) ; cherchons la courbe formée par leurs intersections 
» successives , c^eist-à-dire , le tropique des tropiques [ i , a j , ou 
j> Vf^pertropique [I^ U] des sur&ces (S,). Deux tropiques con- 
» sécutife [i, a)', [i, 3]" appartiennent à deux sur&cee (S,y,(S,)" 
p aussi consécutives ; cela est évident : donc Tintersection des deux 
» tropiques est sur la surface {r,} , tropéJfde des (S,). Donc tous 
» les points de Vhypertropique [ I , II ] sont sur [ir,] ; mais par 
79 hypothèse , ils sont placés sur [crj : donc l^jpertropique des (S,) 
ja est la commune intersection ( I, U] des deux tropéïdes [«",] et 
7> [ff-jj; vom par les mêmes raisotu, rintersection de£ff-.j et[0-J 
3> est au^^ rf)7pertropique des (S,) : donc, enfin, l'intersection des 
» tropéutes (r,) et (r,) est à la fois la courbe hypertropiqae des 
3) (Si) et des (8^. Ces bypertropjques étant des lignes extrême* 
p ment reqoanpiables , il convient de a'arréter un momoit à leor 
i» examen.- 

. 3> Il est évident que le» tropéïde» [o-,] et l<r^ étant respective- 
7> meufrtangentes aux surËices orthotomides (S,) et (S.) ^ sî les tro-- 
9 peides se pénétrent réciproquement , elles ne pourront le Êiire 
3> qu'à ongle droit. Donc ces (Sj) « partout normales à [<r,] et à \v^f 
p traceront sur ces tropélides les coings tropiques £3, iJïPî^I? 
» normales entr'elles et à l'hyperlropique [I, II]. 

» Comme la çurfàce (S,) ne saurait dépasser les tropéïdes [ff,], 
j> [<rj , il Ëiut que le point d'intersection de deux tropiques [^3, 1], 
» [3, 3] , sojt pour l'un et pour fautre un vrai point de rebrons- 
p &etfiEsA. Ce point placé sur la ligne, kypertrppique , sera donc la 
p lii)aite commune des deux tropiques [5, i], {>,a] de l'prtbotor 
p mide (£^}. Il sera pour nous le point hypertrepique de b suiftce 
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-» :{Sj) ; par eoiisët[aoiit , la courbe dHnterséction dés tropéïâes [7,] , tv-« kéhoike. 
■» [9-1], ou laligoe hjpertropiquè [I, II] , «'est autre chose que la 
>» série dés points hypertropiques des surfaces primitires (S3). 
m Void qncAle «st la <ibrme générale de la sorËtce (Sj) à son point 
■» hjrper(FOf^qiie H, fig. 7.' 

» Ce point étant un point de rebroussement pour les deux tro- d» poinu 
;o piques [x ) 3] , [a , 5] , est le point de concours de quatre branches f^ma mui^ttu 
» H«, Hct'j BSf Hf ' de ces deux tropiques; mais chaque point ^i^jf****"** 
^ »ya'....€,Ç'.... est un point de rebroussement des trajec- 
ji^tôires (3, 3} ou (i,3) : on a donc quatre feuillets- >, À>'» ^' 
f qui Tiennent se coi£>ndre en H ayec le plan normal an même 
» point à l^ypertropique [I^ U]. Il semble qu*ici les points hjr- 
» pertropiques ne pouvant développer les surfeces (Sj) complè- 
p tement autour d'çqx j les pË^nt chacune en quatre nappes dont 
?> la superficie rempfit en c^ point un quart du plan tengent. Cette 
» formç est vraiment .rëinarqii^le }, elle Êiit» comme on voit, du 
3» -point H, la limite des tropiques tff»', €H.G' de Forthotomide (Sj), 
» ou . le point tropique de ces courbes tr6piques. C'est ce que 
^ j'appelle le point hypertropique de la surÊice (S3). Ainsi* donc, 
3) .chaque surlàce (S3) doit générfilemènt en avoir autant qu'il y a de 
» points-com^iuns à cette même (S,) et aux deux trqiiqiles [a-,], [ir,]. - 

» Nous allons maintenant examiner les cas singuliers où les points 
■j> hypertropiques présentent des fornies entièrement dl^rentes. 

■•^ ■» 6up^son»'d'ab(ïrd que Tune ^es'tropéïde&,[0-,], par exeoppletS^ nMpotminnttqB»' 
yi r^duiseà une ligne courbé (iri). Cette ligne ne cessera pas pour naî^at^^. 
» cela d'être te'Keu: des tropiques [i,3] , {a, 3] de tou^w les surfeces ^' i^,"»*^. 
Â (S,), (S.).MalscommecetteIignetropéïdedoitêtrealor8leUeudea w^*»»»* 
^ intersections successives dé tpotes les ($1)^ il &udra que chaque 
-> (S,) côiUienne cette! hgde tout entière. I)ans «y. cas , chaque point O 
3» âe{ri}i,%8; repr^steratoat uo tropique [1,33 > [3,5]desorthor 

5, 
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a5o DÉVELOPPEMENTS DE GÉOttÉTRIE. 

iv»« MÉMOIRE. )> tomides (S,) et (S.) , c'est-à-dire , qu'su point O pasaenint toutes 
» les courbes (i,3) appartenant à la niéme (S,)., et toutes l«e 
» courbes (a, 3 ) appartenant à la méoie (S,). Ce point tropique O 
», sera donc cour les-surfeces (S.) et (S.), ce qu'est lo sommtf 
» du cône par rapport à cette surface; les courbes (a , 3) ou (i; 5) 
» étant respectivement représentées par leurs tangentes arêtes d'un 
» cône dont le centre est en O. Il est facile, en effet, de se côn- 
» vaincre qu'on peut toujouiv concevoir deux cènes dont le centré 
» s<Mt en O sur la courbe tropéïde , et dont les arêtes soient res- 
3) pectivement tangentes aux courbes ( i , 5)" de (S.) , et (a , 5) dé 
j> (S.)- Il fêuîdra donc qu'à partir dâ ce point t) quï lui seul est une 
:o des b'ajectoire^, on trouve pour lignes d'une des courbures des 
» (S,) et des (S.) des courbes fermées , et d'autant plus petites ', 
» qu'elles seront plus voisines de lui. 

» Sil'une des surËices (S.), ou (S.), flg. g, (8.), par exemple, avait 
» un point de rebroussement O. sur {o-,} , ce point appartiendrai 
» nécessairement à la Irtçéïde [o-J :" donc il serait un ^ointhyper- 
j> tropique sur la surËtce (S,). Cependant le cône tangent à (S, ) 
D au même point, se réduirait à un simple plan, et le point One 
y> serait plus en aj^rence un point singulier dé (S,). Mais il serau 
» toujours le représentatif d'une ligne trajectoire (i, a), d'où lès 
3> couibes trajectoires (i, 3). divergeraient comme autant de rayons 
» partis d-im seul et ipême centre; toutes, les courbes trajectoires (i,a), 
D au contraire, formeraient, à partir de ce point , des courbes fer- 
■j> roees autour de lui, d'abord infiniment pètitaï , puis successive- 
» ment de plus en plus grandes, et çnfin d'une ftirme quelcon^er^ 
> fermées ou non fermées selon la nàtnre de la sur&ce (S,)- Ces 
j> p(Hnts hjpertrojHqnes singuliers, sans en avoir Tapparence , oïd 
7t été particulièrement nommés ombilics ; cette dénomination est 
» réellement três-hwireuse ; et, comme Ut pldpart des dénomina- 
% tions empruntées aux anciens, elle porte son çaract^ avec eUei^ 
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D amsi , par exemple , les Wtias eussent appelé <la nom d^ombiiic, iv*» biéhoire. 
il le een^edeiasuriace du parasol, et c'est eSèctirement tin T^i- 
» table ombilic dcl'espéoe ^« nous considérons. Si l'on réOédiit 
i> maintenant snr ce que sontles trajectures dusystéme d'onhoto- 
i» inides dont nous nbns 6côU[Mtia , on àppercerrâ facilement l'iden- 
» tité 'de ces points arec les ombiëcs de premièi^ espioe donnés par 
» les lignes de comirare des saFfeces^-fyoyezMédit^re In, artJV). 

j> Lorsque la sui^ce du bvpéifâe [^ s] se réduit slmplemebt à tme 
» ligne courbe {r,}) coÉniDe.dan& le cas (que nous venftns d*esa- 
3» miner; par c^ même qu'elle devient la commune iatersecti<xi 
» de toutes les sur&ces (S,), chacun de ses points est commua à 
» toutes ies courbes (i , 3) d'une même (S,) : chaque stu^ce (S,} 
» est par conséquent. poqp^ndiculaire à la courbe {o-|{. Donc cette 
». courbe elle-même n'est autre chose qu'une des trajectoires ortho- 
» goQ^çs des (S,), «*est-à-^e, une ligne (a, 3). Donc la c6urbé {tr^y 
» est tbute«ntière sur une certaine surÊice (S,); mais cbatpiepdnt 
V de cette courbe représente une.ligne (à, i): donc la courbe (fj) 
» ellèrmême représenl». toute une sùr&ce (S,). Les autres (S.) sont 
jt donc des. espèces de canaux dont cette l^ne est conuùe un axcj; 
S ces cianaux. s^eovçloppent successivement à mesure qu'ils cmt un 
y^ plus grand diamètre, et génê^atement ne se pénéb^nt pas. 

» Si, par exemple^ nous supposons qu'une sphère d*un rayon va-* 
:i»rïable, mais toujoùrBinluiinieiit petit, décrire par son centre la 
» courbe {ffj] Ferivelopj^ de l'espace qu'elle, va parcourir, sera 
If YuVi^ des suT&ces (S.) , les lignes longitudinales de courbure seront 
» les lignes (a^ 3) et les petits cercles caractéristiques seront les 
» lignes (i , a). , ^ - . 

V Nous {jlons bientôt trouver im- autre gente ie lignes (.o-,ï dont 
» tous les^KHnts^eront aussi lesombiliçs de.(S,); mais des .ombilics 
■» qui jouent sur les. sur&ces un r^e bien difierent, 

» Si, toujours dans la même soj^tosition^ on conçoit eo outre SoBiMmidMfMati 

bjimbaliiitts. 
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iv«i HÉMomE. 7> que la surfece (S.) qui enveloppe ùâmédiatÊmenC {7,}, ta rçn» 
B contre en un seul point , ce point se trouvant sur deux (S^) ^ sera 
D sur leur tropéï^e [tr.] , mais il est déjà sur la tropeide [ff,]:()(«ic 
» il est "un point h^pertropique; Et coDHoe cettf hypothèse, ne 
D change rien à la forme des lignes de courbure des (5.) autour 
» de leurs ombilics j ces ombiUcs sont aussi une espèce de points 
» h^ertropiques ; mais ils sont bien difTéreats de ceos d(Hit nous 
» av<)ns, en premier lieu, fait connaître la forme, et qui présentât 
]> quïUre feuillets rectangulaires superposés. 

Sfcondc npke. 7) H exîste eDCore par rapport aux lignes orûiotomiqnés (i , a) , 
» (a, 3), (3, i),fig. 10, un genre d'ombilics qu'il est très-important 
» de considérer axff leé surfaces orthotomides (S,) ,, (S,) , (S,). CésE 
j> celui qui se présente sur les sur&ces (S,) , lorsque deux branche» 
» des trajectoires (i , 5 ) , par exemple , venant à se resserrer dé 
» plus eu plus, se confondent enfin en une courbe unique {I, III}. 
» Cette courbe est brusquement terminée en un certain point O 
» dont les autres courbes (i , î) approcheront aussi près qu'on 
3> voudra , mais sans pouvoir dépasser ce point limiîe. Si 
jt niaintenant nous considérons les orthotoniîques (i, 9),noùâ' 
3> verrons qu'à partir des diffêrents ^ints de 0(1, IH}, elles doivent 
^ s'étendre en sens contraire des orthotomiques (i , 5) , afin de 
» les couper constamment à angle droit. Pe plus, il ne fônt pas 
3> qu'infiniment près diî point O, ces courbes ( i j a ) 'cbcipènï lé 
» prolongement de {ï,lll}j car les' orthotomiques (ij d) présen- 
» teraient un système de courbes fermées autour du point O qui 
» deviendrait un ombilic de première espèce, et pat* lequel toutes 
x> les .cotjrbes (1,5) devraient passer, ce 4[ui^ edt contraire à 
D l'hypothèse actuelle. Donc il fitudra que les courbes ( i , a ) 
}> s'étendent le long du prolongement de {I, lU), comme tes 
» courbes (x , 3) s'étendent le long de {I, W} même : donc aussi 
» ce prolongem^t sera la l^oe (I, H) dans laquelle deux branches 



izedby Google 



: : ■- TUJÈOUIE. SECnON II." * -^ àSS 

» e^tê'^è'Ç'ûé X^'yA) se'noDÎssent en une séde )Kùnohev'peoMiYiT*]ldafQD.^i 
^ {friété yrahDei^reBjacqiial^. iRdatiréraebtà lft.aiu:fiiee:(&j).qui 
«coDticait loiteB'les trajeotoii^es Cz»5)et f^Ua»; G>f <9)><IULlstt 
» . croiscBt ^bioltmiépient^' le i^int singulier Q»t«Q<qtL'<m,fiOtQD4 
» par ombilic lie seconde espèce. : ..-..'U ; : , > r 

- . j> -Si Dtnia rcpétoQs le même nùdonaâment ppOr chaqtie noUiV^Uft 
it^amSaix (S,) , tiousjttbUïeirctiis de. la,s<^rte.Uo« jofîiàtéiâç pa^ea 
» {I, HI) O et de parties 0(1, ÏI) qài .seront le siinple pi?otanM 
» gMMUt'dfes 'prémiâies; de manière ^ fensemlile dos cotiriaes 
» {ï,in)0{I, n}ftrtnera dans l'espace une certaine a^rfiicfe'; 
» la suite des points O fracerâ sur cette surlacé une certameligàe^j 
» étcenèÈgne ladiTîsérdèii-âeùxparties)j[tàjoU6rottt«nr^t)leis 
» di^rénat dans te iryitémëgéd^dë8^6rthd«i>Btii(ïesi; e«- fubâ dé 
» cei pftrËès repr^enteifa deiix nappés d'une dé» (ft,)j rénai^ «ù ttafi 
i» a&àéùeéppeyét i'iuXcè riâptésenterd. deux nappes d*uàe des sur-^ 
» &ces (Sj) , pareillement cobfondaes en une Seiile.' Cette eomibti 
j>- eéhk donc-, et je- puis pârl^ ainsi, la 'Bi^ «tttsJpdtrti^ d^^pitr^ 
:» tâge de#sdrfti6ëS'(9j)-âti S!B0ànd':gimrpév^trde'Gel)«9''(8j')'da 
» troisième : «Qfitf,-cétte^dt»e tiiaëérd sut lès sorfacéf (Sv), detf 
7, peinte smgoKèrs qui âërobt àntant à'omhilics de sëeomdè é^éteî 
j> relativement à cbe^i»'RvG4s (6,)< Nous v^irbos ces dlv^^â con^ 
» sidératlons deteiiir ^las sensibles en '^ài;pti(|ua&fc à' la ^GowburA 
» dés sur&Cësïlù sécônkldegirà j <fat iM)iu>offi^lront d^^ 
* dés lignes ombifiôàlèi- dè'éë gtiftré. ' ' : - i ' ■" " '• < 

j> n est &6ile' d'aperceydii' lâ raison Ihétâphyàiiqiie degès' der'^ 
•a nières propriétés. Sans doute il est des cas où I<!s'sarfiices (S,^ 
» sont distinctes des siu'&ces (S,), conmie tes (S,)'deâ (S^), ce quf 
s fori&Q tfotBséries'de'^tBiïiç^ sotùnises elkacune;«ii|ite loia.d^ 
9 rràtea: ainsi, *partxempte>.unË série ^.^èrtts.oononibâqui^^ 
A'mie série de pians méridiens, [Upie sériift de cônes faylant'ponc 
3» bases des paiâUèles , formeront im système de suc&ces. tràjec* 
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fi54 DÉVELOPEEMENTS BE ClÉOlfÉTRIE. 

IV«* MÉMOmB. >* taii;a'orthcigoèales ,ietpouitam les sphères, les plânâ, les'oàae* 
B'perôpt-âbaaés par'des.lois Iiieti.diffîrçntea. Mais eB.géiiéndj d 
»^Ëut' ooD^id^rer les trois: sérf^s de snr^ces cbsime trdis raraîGf* 
il càtàwM â'Uii:«ys(éme tmiqué-, -et c'est pbar.pua^.d'Bneimmièra 
» continue d'une de ces séries à l'autre série; «pi'oii inravs lec 
)» off^jilics ftl084ignie»<]n^iliGale8 que bous vendi^^ de foire cou- 
b aàttre/Ced ileViuidiifibeQacou^ plus ^air par rappMcatiàaBux 
»:»wËiçeft'.dD:8ecbikd degcé., {' \ .;;,,.; ■.', \. \ .''.\ •.: 

; » lOfaserronà en passant qné la sur&ça isiogulière fJonufMDO « 
s la fois, aux groupes {%) jst (S,) préseote.^mi aystlnQ de tn^je&r 
» toires^s, 3},.sqr Ies(S»), et (3, a) sur lies (S^) 4j[ui ^derieiiueDt 
9:09 j9evl «tt'JKiwte sysitfËiae contiqiv Qe [dij»,:l9.;cotHi>eli^:^es 
» <>D)bflio&/¥^ ^viideiiaqaeJtf uQe ^ ces. tri^eetoirAs (^jS), puis-^ 
» qttiCitia Mt}-otaciB>4UM' fL deux 8tlr%efr de difi^reiits groupes 
» (Sa) , (S^. ItoDo, il lànt que Je tropique [?, 3] des (S,) placé suit 
» [Ta], ef kitropiq«e [3,;sj placé sur [^J ii>rrafmt les .deux parties 
» , d'un0 sente et Dtéwïi oo^rlMI. Ctft^ coMf be est à là fois pour les 
» : d«ux trop^àle» , ; «o FérHable tropique ou £«^ de. leJbirousyer 
« jnent; çt Jk9poktt$fnarqv«9 04ir«He, par les.surfiv^s (S,) é^nt 
•B àla lbiâc<M9BW^J!)^Àt;v,3«t(o-,];t90Bt, p^j^Ia^w&Ge (SJ passant^ 
» p^r <^quepoim,W>pPi(Hhypeitr^que.CethFpertrppiquaêaf 
p dooc «icOrâ d?une «^èce 'differ«Dt« de».: deux .genres quç n^n^ 
9 ar<ms déjà il9<^nintia >. mais aoa ç^^meu reodfaitrtrop loagu^vne 
» discussion de points singuIiVsqi^'oiii trouvera, peutr^lre déjàtrpj» 
s éteodije' Cootentonfr^noa» d!f^>^rvçi: ^core ici qns, ^ siv&f»s 
V àoL second degré nous ctflhr^t dea-^xem^es de cep point» «mbi^ 
^.ilics et de ces ligire» omI»ticalçs. 
Thtote*. ' » Xorsqu'-àttéigaant la tropâMle{0v]i les lignes tn^ctoJiies(i , 3), 
9 pai^ etetnple , fig.' i } , perdent leuTt cqurbnrev q^m-s le : tropique 
ji>(i,'3) de chaque sûrfitoe (6.) JQait d'ixbepn^été reiràrquable 
» relatirenient à la tropéïçle [^i] qui le cootièiit. Soi^it «n e^ 
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:. THÉORIE. «ECTKm it : : ::..: affis 

>; In â«bx^^tra|«(toiir6â iJifiliiiiKDtiTAtsù^ (xi 3.)'j et^ se iv» MtacHKt, 

» coupent en p sàrleur tropique [i, 5]. Les âénvenJiij^, |p^' 

» di ces deox courbés secoilt Cectilignes, et U :ptan ^pf' sera 

D osctâçtenr à ces d«Di bourbes , ainn qu'à- le^xr tt'quifae [i y 3<I 

CD i^và ocaatàst&:9p ret ^{ ocices.dâox^élëméiUaéfiuit-fibicésLipar 

^. hypothèse :^lKAéipe(S,Xle plan i9^'eat'tJmgtiMeàij/^fà(Si).^«t 

À parc(maéqiKi^«QcèiD^aie{bintiiu»ïnalàlati^éidefri}<^>;D^<^ 

» arbitraires ; perdent leur œurbure en atteignant leur tropi^u6 
9t [i, y]yles pranà^jfseuiateats dacëtrbpùpi^'sbrtnt'rtbàkuiux 
■» àJa'tH)péïd6 Itj^yquiJèscQHtleni'te^-^cm^èqoQTii-i chdtuh 
f» dé ces tropiqUès^era Ta ligne Ui plttë> omrte qi^n pi^ssé 
■*> mener entre deux quelconques, de ses- points sur la siïtfhcè 
t> iropéïde yai le contient ■ '■ 

"■ 'jy'Jftsqii'ièi nous èTOiis laisBë no» isurfeèé»4rajee(6îfès^ttolé'pli6 
» grande généralité que puisse coin|>6iter leur oithotomie ', *ét 'les 
7>'résuftat3 auxquels nous soniines paryeiraà,' sont par bbiiàéqd'ent 
»■ Susceptibles- de s^ipliiider àtousHes genres dé sofËicea, Des^ 
» cendbiis maintenant'peu'à^peu de cd degré de généralité. 'Il 'est 
■3) utite d'èbserrer' conltncût-1a;'gé^ômët?ie,'apt'4!5 S'éti^'éièvéè tbut 
VïlW cotip' aux principes les 'ïiîdsgénél^tiïv pëiitj'dieVeïiir élé"- 
» mentaire ,. ensuite par la fecîlité' des ConS^queûCe^^^V la'sfiti^tf- 
'»' câlioa des résuîtàts qu'elles préaent«ir. "''^' '_ ' ■ -^'' 



» Au Déù de regarder comme aitîtréîres foutes' les surraces Dn «jMto» d'onb». 
* CSfb.CSi)*,/^)^*"^^*^»* flu'ane seule (&,):p9ifa^e^8^ «épé-, H."^»^^ 
.» ralité, tandis.qiie lie5,(S.) ptles (ai)soQtas8i4«ties;à.deyeok dç^ iZS^pS^- 

■•— ^ — ; 1 i... I ,. - . 1 -. - ,. — , t ,i I - I II , I. ■- ; .■■- - i ( 

f|> En eifst, la tropéïde [«'j] étant partent tangente â ^«Iqn'oneides (Sj^-, 
et lu ^'X pàttDot ntmuaka aàx surfaces- (S,) , il fantanmî^e U itrop^Idii £^3 
•oh paitout i^malB aux «uttices (Sj.. . . .~.' ■_>''. t.' :: 
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aB6 DÉVELOPPEMEjrre DE- GÉOMÉTRIE. 

.tKKtJitàueiBi. ». irqlo^àl^s.i Yçyons' d'abord eiôetui bypcAkës^ estg^âralçinéDt 
'S'ippaaibt&:']HQ)!u safous.queUes liqndalss do (S,)\secobpeiit co» 
» sécqtiyeiDéiit lorsqu'elles partent des: poiiits^ d'une même ligue 
[]) . ^}ect^e '(1 ,ii) bii (i , 3). L'ensemble dcs-iKHinales de (Si) foun- 
-l»;>piràoflqriiui^ 8âule> 'tra}eotdire,';fannèvdpJie couâtaimnent; i une 
1» ^t^oK\dér«li^p»klB.) A .h »éiield^rtrajeeloiré»(jvi) de (a,>i 
ou'tDi^è^pô^iifarà'eellË.dKlAuf&oâs déTvloppeMefl {A.); ;tl« méme,« 
9r, lA.8édA'.de6\tr<^cttMres (a yZ)y correst)oadra celle des dsTèlop^ 
ij>.j(abta»-(<VsV^-^- ■■>;'•■->■' ■■■■ ;.;,v;/^ .- ■..:.■.: :t 

f ..4fiiW ?JiH4ip'ia dévtfepiw^lBS.tAw) , (AJVelles ça;6<*0BtiM»^ea- 
ap^T«m«Pt .te!b«9)»!niim«^ «»er9eWi<iB8 s, ej l'w^.fewnp pai" .ta» 
a> ^yslcOT^We^if^'i'fe'ir'î'.ÏW'w ***"!> ^! » «elui,f9jTné„par 
y> les (S.) et les (S,) auxquelles elles apnt tangentes ,41 .Ëndrit que 
i»,le?.,|4éyia9pi«*lcs,(;f çpHBjîn^,)ipS4>ji àiWSlS.Apfti'^ltOPte 

î,î'n«,'^Wttej'?l9fffl?l«*>:.(^i)-nj ;..,:x. -.il,, i-i:!:, Z ^^ ;; !^' -.r-j C 

.„,j|.|Psr„cpi)8^qtpt , ,^t,^ojipçif,f«ie sitf^Çe.quelqopique 0,), jl 
» est t^ujouf 5 'possible de co^.ev,oir,iHi:;syst^n)B géfl»al dç W- 
ji jo^tojrBs.ortliPgofi^s ) cQuigp^ de- la n>ai)i^e sulypiite.. . 
.,„» '^re3»yi?;:^Hpp,,.la,;S)iï;^,ÇS.Vet,;çoKtes, celle;;/^^*.!*)'^ 

:f.«fflient|ijr|iJofipe\detonte9,ks;r|^alfi^^^ ,,,;.!:; ..:i « 

» sécoîid et twisîème groupes., tes surfaces développablfis dep 

» normales à (S,) : et touf_e8 les sur^ces* d'un des groupes coupe- 

» ront à angle droit chacune .des surfeces dps deux autres CTpupcs. 

- . ■ ■,i'^— ^ i" -' .:;.j'iijcî ij^T ? .i.'ti! -,/,-■ ■ ; ; (i((tiC-'> i .>;'-; < '-■' i. "I uf- "^ 

cimMi !.««.-;•» N'ôns'sifânS ffiittéiirsqùè Ifettaîèctoiieé ^i, ï5.*(i',ë) 'soft 
ç««. «.iijj- i icilî^&'aé tl^'gr^n*» di. de'iiibinaré -èoiAiSrc Je {S-h-tat 
» conséquent , un premier groupe de déTo lop pa ble s rie» (^.) > P« 
K exemple j tracent sur les primitiTes <SJ toutes les Ugnes { i.^ ) 
f ,de;,plù«SI!inde coflrtare, et je second- gronpe4edéïd9fp«bte»i 
i les (À,), toutes les lignes (i, 5)4e:moiildte:.o»urlHK& :■ .• 
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■ THÉORIE. SECTION H. aS? 

■ » Passons mamtenant à l'examen dés surfaces tropétdes d6'ceiv<" 
» noureau système. Si nous supposons qu'une arête (a , 5) de (À.) , 
» c'est-à-dire une normale de (S,), prenne successlTement toutes 
» lés positions possttiles sur la même déyeloppable (A.), les ioter- 
» sections 'successirès de cette droite efigendreront le tropique 
» [9,5] de cette dével6ppable : c'est ce qu'onappellc son ai^te 
jt de rehrousseinent.M^ en changeant infiniment peu déposition^ 
» la droite tourne autc>u<- du point qu'elle a.sûr le tro^ique.{3 , 3] , 
» tandis que le point de cette nonnale , placé sur (S,), décrit daoe 
» l'espace un petit arc de cercle tout entier sur la primitire (S,) , 
» tout entier sur la déreloppable (à,) que T-on considère , et par 
B conséquent tout entier sur la trajectoire ( i ^ a )>. 

3> Ainsi chacun des points da, tropjque [3,-5] est un centre de 
» courbure pour la trajectoire (i ,3); le tropique entier est la dé- 
j> veloppée de la trajectoire. De même, les sur&ccs.déTelof^abli» 
» (A3) tracent sur (SJ des courbes (1 , 5-) dontles centres de cour- 
j> bure sont les points correspondants des tropiques [5, a], et 
» dont ces tropiques mêmes sont par conséqmait les développées. 
» Observons maintenant que twis les points de la normale de (S,)^ 
» placés entre (S,) et le tropique le plus voisin, sont plus près du 
3> point d'application de la normale, que dé tout.autrepointde(S,), 
» et qu'au contraire les points de la normale au-delà du second 
» tropique , sont plus loin dû point d'application que de tout autre 
n point de (S,) : donc en deçà et au-delà des deux tropiques, aucun 
j> point de la normale ne peut-être le centre d'un cercle oscula- 
j> teur de (S,) au point d'application ; donc les points de la normale , 
j> placés SUT les deux tropiques, sont les centres du plus petit et du 
» plus grand cercle osculateur de (S,). Ces points ont été nommés 
» cejitres de courbure de la sur&ce (S,), parce qu'ilsfixent les limites 
» de cette courbure que , d'aille'ursj ils déterminent complettement 

» La direcUon da plus petit cercle étant sur (S,) celle, de. la 
» plus grande courbure dés sections normales , si, sur (S,) , l'on 

53 
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sSe DÉVELOWEMENTS DE GÉOBIÉTRIE. 

iv» MÉMOIRE. » suit toujours ladirec^oD' de pkis grande courbure , on deoira 
7> ce qu'on appelle une ligne de plus grande courbure; si au 
» contraire, on murdie toujours suirant la direcliDn de mcûndre 
» courbure, on décrira une ligne de moindre cour1>un; mais alors 
» ou aura parcouru les traces des déveioppafales (A.) , (A,) sur (S,), 
» et ces traces se coupent partout à au^e droit : donc les lignes 
» de difiëreate courbure se coupent cottstamment à wigle ibwit. 
T> C'est un des prindpes fondamentaux de la théocie des lignes de 
» courbure. 

D n est évident, d'ailleurs, que la courbure des arêtes rectilignes 
j> (a, 5), (a, 5)', (3, 5)"...intcrsection8 successives des déreloppables 
s (A,), (A3) , est nidie au p(»nt où ces arêtes atteignait les tropéi'des 
» [irj et [iTs]. Or, dans ce cas, nous avons vu que chacun des 
■» tropiques est la plus courte ligne qu'on' puisse mener entre deux 
y> quelconques de ses points sur la tropâ^e qui le contient : donc 
3) chacun des tropiques des snrÊices développables (A.) et (A,) est, 
3) entre deux quelconques de ses points , la ligne la plus courte 
3> qu'il soit possQ>le de mener sur la tropéïde [0-,] ou [ir,] qui le 
% contient ; c'est-ji-dire que les lignes des centres de l'une et de 
» l'autre courbure de (S,) , sont les lignes les plus courtes qu'il soit 
;>> possible de mener entre deux quelconques de leurs points sur les 
» surfaces des centres de courbure. 

y> De plua, chaque Jlormale ( a , 3 ) de (SJ est tangente aux deux 
» tropéïdes (»■,) et (ffj) ; la développable (A,) qui passe par cette 
7> normale, est tangente à la tropéïde [<r»], et normale à la tro- 
» péi'de [«"s]; au contraire la développable (A,) qui passe' peo- la 
» même normale , -est normale à la tropéïde [rj , et tangente à 
» la tropéïde [0-9] : d'où il sait que les deux trOpéi'des {(T.] et [0^3}^ 
» vues d'un même point, o&iront des contours appar^its, réci^'' 
» proquement orthotosniques, c'est-à-dire, dont les phjjetJtiens 
» se oouperont constasoment à angle dfoit : stibstituez à. Texprese 
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THÉORIE. SECTION H. aS^ 

it sùm tropéïde on oentro-curvide ^ la longue suite de mots : /aiv* mémoire. 
» surfiuoe des centres d'uTta courbure de la surface primitive , 
:q et ce théf»^^» se prëseoten sous la forme qu'oo- lu doDne 
» tadànaàraaeaSL dans b théorie de la oqubtipe des surûtces. 
■ » Observons maintenant que ïes sorfeces primitives (S,) étant 
7> formées par une augmentation on par une dlixûnution uniforme 
» de toutes les normales , elles be peuvent se rencontrer nulle part , 
» et par conséquent former leur tropeide £0*,] qui, dans ce cas, 
y> i^existe point. Le système particulier d'orthotomides qui nous 
i> occupe , ne peut donc avoir que. deux surfaces tropéïdes [trj et 
T> [o^s] , lieux des centres de courbure des (S,) , et par conséquent 
» aussi , qu'une courbe hjpertropique [Il , III] , intersection de [u- J 
» et de [»,]. 

» Si nous eoasidéF<His la surËice (S^) lorsqu'elle atteint une des , 
» trqpéïdeB , [ff-J , par exemple , elle y trace une véritable arête de 
j> rehroussement i c'est le tr<^qae des lignes de courbure (1,9). 
» De même , en atteignant la trop^ide [<r J , eSe y trace une seconde 
» arête de rebrouasement ^ c'est le tropique des lignes de oourburd 
3) (1,5). Ënfia> (S,) rencontre à la fois les deux tropéïdes {«-.], 
s [rt3 en un point hypertropique semblable à ceux que nous arons 
» décrits précédenoment, fig. 7. Mais , commeron voit, tes surfaces 
»' primitives (S,) n'ont un point hypertrop^ue qu'autant que les 
» tn^'dea [trj et [(t,] ont à la fois ua point de commun avec (S,). 
1» Monge , dans wm Mémoire imprimé, Journal de l'École Polytecbt 
» nique, v(d. y, cahier XI, sur les sorfiices dom les normales sont 
» tangentes à la sphère et au c6ne, Indique un des points hypertroi* 
» piques de ce genre; c'est le point qui se trouve à la fois sur la 
3> sur&ce [simitiTe , sur le cane et sur la sphère , lieux des centres 
> decottii)Bre..Ainsi,lasuriàcecon8idéréepar oegéométre, nepré- 
» sente pas un point sùgutier dontla forme lui est particulière ; une 
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a6o DÉVELOPPEMENTS DE GÉOMÉTRIE. 

iv«* MÉMOIRE. » infinité d'autres sur&cea peuvent jouir de la même propriété, et 
» nous Venons de voir quelles conditions sont nécessaires pour cela! 
» Nous avons va encore que les ombilics d'une suriàce (S,) , 
» quelle que soît leur espèce, sont des points teb que la trajec- 
» toire qui les contient tous, va rencontrer en un même point les 
» deus tropéïdes [#■,] et [ffj] ; donc lorsque la surfece (S.) aura 
» quelqu'ombilic , il faudra que sa normale (a, 5) passant par. 
» l'ombilic, rencontre au même point, les deux sur&ces. des 
D centres [?.] et [ffa), c'est-à-dire, que les ombilics de preimère ei 
» de seconde espèce sont toujours des points de la sur&ce (S,), 
» pour lesquels les centres de plus grande et de moindre courbure 
]> se confondent, et pour lesquels , par conséquent , toutes les sec- 
j> tions normales étant d'égale courbure, la surËice (S,) devient 
» susceptible d'être osculée en tout s«is par une sphère. 

Seconde wapBfic»-- » Eu simplifiant notre système général de trajectoires (S,), (S,), 
^ d?itha(omi. » (Sj) , nous sommcs parvenus à déterminer tout ce qui peuV être 
f^rWd^iign^ » relatif à la forme des surfaces , considérées dans Fensemble de 
» leurs ligues de courbure. Un degré de simplification encore , et 
3) nous parviendrons à déterminer tout tè qui peut caractériser sur 
» la surface générale (S,) , la forme d'une ligne de cbiirbure indivi- 
* duelle. Nous pouvons considérer cette ligne (>.) comme \SDt siir- 
» &ce dont un rayon de courbure est partout nul, et nous occu^ 
» per seulement de sou autre courbure. Concevons simultanément 
j> tracées toutes les normales de cette courbe (X) ; elles seront les 
» trajec^ires dé deux groupes de surËices ortbotomides dévelop- 
3> pablés ( A. ) , ( A, ). J'observe d'abord que toutes les nonnales 
» parties d'un même point de (A) , sont dans le plan normal en'ce 
»' point à cette courbe : donc un premier groupe de développables 
3> (A,), sera formé j^r la série des plans normaux à (A) ; "or les 
j> dévçloppàbleS(As) ont chacune leur tropique placé sur la tropeïde 
■» [tr,] des autres déyeloppables (A,) : d'où résulte "ce théorie. 
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3) Si d'an premier point de la courbe (A) on passe an point con- iv» mémoire. 
» sécutif , pois au troisièmâ, an quatrième, etc., elqu'onvenUle 
» qu'âne première normale partie du premjer point, soit coupée 
» -par une seconde partie du second point , celle-ci par une troi- 
y> siéme partie du troisième point, et, ainsi, de suite , on formera 
» autant de sur&ces déyeloppables (_Aj) que la courbe (A) peut 
» ayoir de normales en un seul point, 'c'est-à-dire, une infinité. 
» Les arétesi de rebrpussement ou les tropiques de ces dérelop- 
» pables (âj), formeront un^ sur&ce unique, et ce sera précisé- 
» meotladéreloppable [ffJ,fonné.e par les. intersections successives 
V des plans nï)rmaux (A,) de la courbe. : chacun des tropiques des 
» déyeloppables ( à^) sera une b'goe des centres de courbure de 
y> la courbe primitire, et. par conséquent, la trppeïde développable 
» [trj sera le lieu de tous les centra de courbure de la ligne 
». courbe (A).. 

» Mais chaque tropique des (Â>) , est , sur la tropéïde [#.] , la phis 
» courte ligne qu'on puisse mener entre deux de leurs points ; 
» d'où résulte cet autre théorème : Les Kgnes des centres de cour- 
» bure d'une courbe ( A ) sont les lignes les plus courtes qu'il soit 
» possible de mener sur. la sur&ce des' centrés de couri>fbre de 
ji> cette même courbe ; de manière qu'en développant la tropéïde 
» [ir,] formée par les intersections successives des plans normaux 
7> (S.) , toutes les bgaes dès centres djB courbure se rédnisenf à là 
3) fois à de «mples ligues droites. 

j> Et par conséquent, toutes les développées d'une li^è^ côdii» 
b quelconcpie , sont à la fois placées' sur une snrËice développable 
y> unique , où elles sont autant de. lignes de plus courte- distance 
B eiltre deux quelooimquéâ de leurs points. -^» ■'< . 

» Si donc on applique un fil sur chacun de ces tiropi<paé»[B, a} 
«.placés sur la tropâ'de [ 7,} ,',etr qu'on réunisse tons ces fils par 
3» une extrémité sur tm des points de la coui:be,(A), on pourra . 
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i'W Ti|rf;wq«T»r » fiôre ittarchor œ potot ski» qu'il (^sae d'être plaoé sur ]& oouriïe 
s primitire, sans que les fila cesfieat d'être tona tendus, d'être à 
3> diaqueinstazitappliquéefdaiisleurpartièrectifiéesiiriinméEMplaik 
yi (&,) f normal à la couri>e (a) , et daos leur putte pËée oioare d'être 
» sur les tropiques [5^ a] qui leur appartiemient reapectiveinent: 
s eufin, chaque fil àaxa se» positions suocessires devra parcourir 
» évidemmeut toute une déreloppable (A,) des nonnides de (A). 
- 3> 11 feudra donc qae les parfiœdesfils déjà rectifiées, n^altèrent 
» pas \&JI6 poïâtions tespeotires pn- la coàtiuuatiMi da ee moare- 
9 ment; et par conséquent, que deux mêmes âs.fiusent eoostam- 

* ment eutr^eox le même angle : donc'aussl les sor&ces dérelop* 
» pables que ces fils dccrirent dans l'espace, font «xtl'elles un 
» angle inTiuiable duia toute l'étendue de la courbe; de maùère 

* qpK si deux fils sont on mom«it à angle droit , ils le seront too* 
3> jours , et les deux sur&ces développables qu'ils eilgeudreront , 

* serràt pareillement partout à angle droit. 

Cm deux omAam » Si How obserTOBB Buuqtçnant qae la coQqaifisance parfeite 
â'oMiigM cawbe. ^ ^«onfl courlbe à double courbure ( i , s ) ne peut être donnée.par 
B moins de d^i&ewJaoesdéTeloppables qui lacontiennentàlafois, 
» et que ces deux dév%lof^iables suffisent toujours à sa défimtion 
■» çon^tte, on vei^ que dans notre sjstêmo général de tn^ec- 
i.tolres orOtottanidee, dbaque ocNirbe ( i , a) est déterminée par 
y> une première déyeloppable, composée d'arêtes noraaalcs à (i>3) 
» et à (S,),7«jâ par lute $efx>ndQ dévdoppable con^sée d'arêtes 
> nonoàiesà (i, s) et à (S,); ou, ce qui revient au même, com- 
» posé^ àgfi Qonnales de (i, s) tangentes à (S,). Aijwi donc, un 
» rayon de courbure dç (S,) est amsi le rayMi de la courbure 
» qa*aififeet«i wr (S,) la I^ne même de courbure de cette sur&ce. 

» Nous sareas que la conrliqre des snrfiicee est déterminée en 
» un point lor&qne les deux .rayons, de cette courbure sont dé- 
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» tenxuii&poiirc6iBdinepQÛrt;i>fàBlacoQrifeurequifSnrksnrËu^ 

> caracténse les figues 6e cotniiurB , n'est ptsat pour cela déter- 
» mmée; ainsi, qooiqae ^Dérafement ces Ijpies aient en duique 
x> point une double courtwre arbitraireiaeiit dlHgée sur tasortiee, 
3> on peut toujours conceroir que ce point aoit le sommet d'une 
B surËice du second de^, osculatrice à la primithre; et alors les 
» lignes de courbore de la sur&ce da second <kgré ne seront pas 
» osculatiices à celles de la surfece osculée, comme il parait 
j> ikatorel de le penser ; eHes leur seront simplement tangentes. 

X» II est évident, en effet, que le plan oscillateur des Sgnes dd 
» courbure qui se croisent au sommet d'une sor&ce du seconcî 
» degré, est le plan même de chacune des deux sections prin- 

> cipales qui se croisent à ce sommet ; mais en considérant la 
» l^e de courbure ^ i , a ) sur (S,) , si par les extrémités de aei 
D rajons de courbure tangents, l'un à (8,), et l'autre à (S^ au 
]> point donné , Ton mène une ligne droite , et que par ce point , 
» on conçoive un plan perpendiculaire à cette droite , il sera le 
» plan osculateur de la ligne de courbure (i , a). Or, en général 
» ce plan ne sera normal ni à (S,), ni à ( S.) , et ne prendra 
» cette direction que dans les cas particuliers où l'un des rayons 
s communs à la courbe (i , a) et aux sur&ces (S,) ou fS.) , deviendra ' 
y> nul' ou infini. Observons encore que le point d'intersection de 
» la droite et de ce plan , est le centre de plus grande courbure de 
» la ligne (i , a) , c'est-à-dire , le centre de son cerde osculateur. 

. Jt Cependant , il est souvent trés-avantageux , et surtont dans les 
» arts, de connaître la vraie courbnce des lignes de coniburc, et 
7> sa direction dans l'espace, parce qu'un élémsat curvilîjQe ^qne 
» étendue médiocre , peut touj«urs se réduire à son cercle oscu- 
i> lateor , et m^ne , si les cas où l'on se trouve l^sjgent , oetle cén- 
V naissaHoç rend fiuàk la desci^rtjtm continue de «tes fi^es dans 
D.une étestdue quelconque j mais , cooune nous venons de le voir, 
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xyv HiMOiRE. » il iànt ajouta une donnée dé i^us à cdies qui particularisent la 
» courbure d'une isurËice en un même point; j'ajouterai que cette 
» donnée dépend déjà généralement du troinème ordre : au reste , 
» nous reriendrons plus tard sur ce sujet. 

CcUn do Ugiwi da » Lors donc que pour obtenir les lignes de courbure d'une 
^«w^^â^mfei » surfece (S.) , nous la combinons avec deux autres genres de 
^L^d^.^A^'* surfaces (S,) et (S,), ce n'est point un vain échaËiudâge que nous 
*'"'"*'*'"*^- » élevons pour en rendre seulemuit quelques parties utiles, et 
» faire parade des autres. La surËice (S,) , par exemple , a sa cour- 
:e> bure intimement liée avec' celle de ( i , a ) , ligne de courbure dç 
j> (S,), et sert à completter la détermination de cette ligue. De même 
3) la surlàce (S,) sert à la détermination de l'autre ligne de courbure 
» (i,3) de (S,), puisque (i,a) est par rapport à (S,), comme 
7> (i,3) par rapport à (Sj), une ligne de courbure. Le système 
■» général que nous avons considéré jusqu'ici , paraît donc très- 
y> propre à feire connaître et la courbure des surfaces , et celle de 
j> leurs lignes de courbure dans chacun des élépients dont cette 
» courbure se compose; et c'est, à mon avis, l'un des plus 
3> grands avantages que puisse pfirir ce moyen de trouver les 
3> lignes de courbure des surfeces , si d'ailleurs il est susceptible 
» d'en offîûr quelques-uns*. 

S m. 

application des propriétés des surfaces trajectoires orihogonaleSf 
à la recherche des lignes de courbure des sur/aces en général, 
et particulièrement des surfaces du second degré. 

• ' ■ ■ 
Dans le paragraphe précédent, je me. suis attaché -spécialement 
à déduire comme des conséquenbes particAtières d'une proportion 
plps générale encore , les propriétés générales de la courbure des 
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surfeces. H semble que dans l'état actuel des sdeoces tnatîiéma-. ly»* BiÉMOiREi. 
tiques , le seul moyen d'empêcher que leur domaine ne devienne! 
trop Vaste pour notre intelligence , c'est de "généraliser de plus- en 
plus les théories qne ces s^îlenoës embrassent, afin qa'iia petit ■ 
nombre de vérités générales et fécondes soit dans la tête des. 
hommes, l'expression abrégée de la- plus grande variété de ËiitS! 
particuliers. ; 

On vient de voir que le système général de trajectoires ortho-UiiEirfd«««T»t*«' 

, ■ ■ dani la iccboche 

tomides n est pas m<Hns que celai des surmces et de leurs nor- <■« Mgm de cour 
males, propre à nous taire connaître et les lignes de courbure 
et tout ce qui tient à la courbure des surËtces ; cependant il Ëtut 
avouer que souvent le systêipe où deux des trois groupes sont des 
sur&ces développahles , est' plus simple et plu5 facile à considérer 
qae le système général : si cela était toujours .vrai , les résultats 
que nous avons e^t>sés ne seraient d'aucune utilité dans leurs 
applications , et l'on ne tirerïùt nul. avantage de ce qu'ils peuvent 
of&ir de plus étoidu. Mais il s'en fiiut de beaucoup que les choses 
soient ainsi; dans un grand nombre de cas, et ce sont les plus 
diffîcilQ^ à traiter, les sur&ces développahles, soit par un degré 
plus éleyé, soit par leur nature particulière, sont moins aisées à 
discuter que d'autres surËtces qui seraient pourtant à double cour- 
bure, et qui n'en doivent pas moinâ alors être préférées. 

La recherche des lignes de courbure des surÊtces du second En«cte ai<xt pw 
degré, en nous ofirant un exemple étendu et remarquable de la e»ûii^. '"^ 
méthode que nous proposons, fera voir qu'il est en efifet des 'Sys- 
tèmes de sur&ces à double courbure, beaucoup plus avantageux 
que celui, des spr&ces développahles des normales ;■ et c'est , si je^ 
se me trompe, parc^ que cette méthode offre une infinité de so- 
lutions diflfêrentes , .qu'elle peut être susceptible de quelque élé- 
gance. Ce sera d'ailleurs à saisu* dans chaque cas le système le, 
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xvm nShddie. plus avantf^eux , que consister^ toute Tadresse de cc^ qur se 
^«posera de l'employer. " - . 

Pour déterminer tes lignes de courbure* desjsurfiices du second 
degré, diapré» tes moyens généraux que nous Tenons de présenter,, 
BOUS allons nous demander quel est le plus simple ordre de sur&ces 
susceptibles de couper à ai^ droit la sur&c^ quelconque du fécond 
degré (£,) , dans toute l'étendue de leur interseclion avec elle. Nous 
formerons ensuite un système de surËices ortbotomides , composé, 
comme nous Parons dit -, de trois groupes différents, mais tels que 
. la suriàce du second degré que nous considérons , se trouve &ire 
partie de l'un d'eux. Les intersections dé celte surface avec celles 
dé chacun des deux groupes qlii lui sont étrangers , seront ses' lignes 
de plus grande et de moindre' courbure. 

' Nous savons qu'un plati ne peut , dans une in6nité de positions 
di^rentes , couper partout à angle droit une sur&ce ^u second 
degré , si ce n'est dans les cas particuliers où celle - ci serait dé- 
veloppable , ou de révolution j, dans tous les antres cas, il n'y a 
qu'un nombre déterminé de plans qui puissent jo^r d'une sem- 
blable propriété , deux seulement pour le paraboloïde et trtjis pour 
lés surl^ces ayant un centre , comme reltipsoide et les denrhyper- 
^oloïdes. Les surËices du second groupe et celles du troisième , rie 
peuvent donc pas toutes étfe planes , lorsque dans le premier 
groupe se trouve la surfece générale du second degré (Z,). 

OitiMtomM de jenx Puisque \% snrface du premier de^ ne petit être employée dans 
d^,^ ce cas , ayons recours à ceHe qui la suit immédiatement dans 

Tordre de la nmplteité et de la ËtcJlité : demandons-noos si les sur&ces 
du second et du troisième groupe, ne pourraient pas elles-mêmes 
être du second degré. Comparons seulement une sar&ce du second 
degré (Z.) avec la primitive (Z,); et royons si ces deux sur&ces 
peuvent se couper à angle droit dans tonte l'étendue de leur 
commune intersection. II &ut pour cela que nous coosidériom les 
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positions respectires de lèan plans tangents : royons donc commont nr* m^mouuk. 
nous pourrons j parrenir. 

Tout plan tang«it à la spdwre rencontre trois axes coordoùnés' 
rectangulaires putis du centre , à des distances de ce centre qid 
sont une troisième proportiofinèUe à i'ordoonée cwrespoodeOte et 
«I rayon : c'est ce que la conaidâration d'un «eul trisn^ rec- 
Vaa^e Ëtit TtMT ipunédi^smenL Ces tnns distanças aoDt eè <{ab 
nous aroDs appelé les sputOBgejttes du plan taxant ( Voyez la 
Dote m.) 

. Hais dans les courbes du second d^ré , la sontangeiite est bl 
tâéme pour la même abscisse , lorsque l'a^ des afaedsses est le 
même : donc la valeur que noua fenoâs d'ùidiqner pour les «oih 
tàngmtes de la sphère , donne aussi la raleor des -soutaiigente» * 

pour les surfaces du second degré.^Ces sontangentes sont chaoana 
la troisiènie pro^rtlonnelle entre l'abscisse et la mùtié dé ¥asé 
correspondant sur lequel est la soutangente. > 

Donc les valeurs inverses de ces soutangentes sont les ordonnées 
mêmes, divisées par le quarré des demi-axes correspondants. 

Or , pour que deux sur&ces soient à angle droit en nn point, 
nous avons démontré ( note III de ce Mémoire ) que la sommo 
des produits dee valetuï inverses correq^dantes , que cette 
somme, disons-nous, doit toujours être nulle. Donc, si deixB 
sui^tces 'du second degré ayant nlémes plsos principaux,' se 
coupent & angle droit en'nn certain jMiot, lorsqu'on prendra là 
e(Hnme dn quarré des rapports de c^que ordonnée de ce point 
au produit des denù-axes .parallèles à la tnësK <»donnée , ccAtel 
«qmme sera nulle. 

Mais on pent toujours concevoir on cône du second degré* dont 
les coordonnées de chaque pwnt satislàssent à une telle condition. 
Ce cône passera dcuic à la fois par tous les points où les deux sur- 
ËLces du second dc^fé ^ coupent à an^ droit. Ce cône aura * 
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IV»*' M^aoïSE. ' mênfes plans principaux tpie les deux sur&ces générales da second 
degré : donc il coupera chacune d'elles suivant une coucbe quî, 
projetée sur ces glanâ, ne aéra que du second degré. De plus, les 
sommets de ces projections seront, donnés par les points placés sur 
les plans principaux : cela est évident. 

' " Si nous exigeons maintenant que les deux sur&ces du Second 
degré se 'coupent à angle droit seulement sur les plans principaux, 
sur ces plans aussi les' méàies points appartiendront au cdne Uba 
de tous les points ou cette intersection se &it à angle droit. Alors 
le cône et les .'deux surfecês que nous considérons se couperont 
suivant U'ois courbes qui, projetées sur les trcHS plana principaux, 
seront du second de^é , et dâ plus , auront mêmes sommets <*h 
donc elles seront identiques. Donc^ enfin, les deux surfaces du 
second degré se couperont à éth^e droit dans toute l'étendue de 
leur, intersection ,: si seulement^ leurs sections, principales se 
coupent à angle droite 

F<miiiti(ni àa rjut- Maintenant qne nous connaissons la condition nécessaire pou? 
inmk^t dni^Dd ^^ 1^. siu&ce générale du second degré (S,) soit partout coupée 
^''' à angle droit par une autre surfece" du même ordre , vojons com- 

ment nous formeronstun système général de sur&ces tra}ectoire& 
orthogonales, du second degré. . . 

r .l'pur construire la surËice*(2,) qui doit partout coupef à angle 
droit (2,) , nous prendrons un point quelconque a, sur le grand axe 
OA de (S,) fig. la , et nous tracerons sur les deux plans principaux 
passant par cet axe, les sçctioos principales de (£,) j lesquelles coih- 
peront par conséquent à angle droit , les sections correspondantes, 
de (2,); ainsi par la connaissance d'un seul point de (2,), cette 

W Ou qui dû moins auront deux sommets et deux pointa communs', caz cette 
éosditio'i) détermine eîitiirément une courte du second degré. '^ 
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« 

Surface âera complettement détemuiiée.Hais quand les deux courbes i v<" HtÉ^ffiitE. 
«Mi, AMI,fig. 13, du second degré , sont cosaxiqties et se coapent 
à angle droit j F et f étant les. foyers de l'une, les rayons vec- 
teurs FM, /M forment au point M le même angle avec la courbe 
AI, et par conséquent avec sa normale M/, tangente à aMi: donc 
F et / sont aussi les foyers de ftMz ; donc , enfin , deux courbes 
du second degré conaxiqûes et orthotomiques ont les mêmes 
foyers; et réciproquement, deux courbes du second degré dont 
les. foyers sont identiques, se coupent nécessaii:ement à angle droit 
On voit par là que les sections principales de (2,) cf (2.) doivent 
avoir les. mêmes foyers, et par coïiséquent même excentricité. Or, 
ia demi-excentricité des courbes dusecoDd degré est égale-à la dififê- 
rence des quarrés de leurs axes : donc, enfin, si les deux surfaits 
du 8eç(»)d degré (S,) , (S.) concentriques , et de phis ayant mêmes 
plans principaux , sont seulement liées entr'eUes par la tyndition 
d'avoir équidifférents les quarrés de leurs axes, mêmement diri- 
gés* elles'se couperont à an^e droit dans toute l'étoidi^ de leur 
intersection. 

Examinons maintenant la forme et la position de ces diverses DiKomondee* 
surlaces du*secon3 degré , dont les quarrés des axes varient par des . *' . ' 
augmentations ou par des diminutions «gales. 

T^ous pouvons d'abord supposer que les quairés des trois axes pnmitrsrouj,«. 
s'accroissent assez pour devenir tous positif; et comme rien ne £%m'"^- 
limite cet accroissement , il n'est aucun point de l'espace , quelle 
que soit sa distance au centre commun-^ qui ne puisse être r^ixlé 
comme appartenant à l'une de ces sur&ces : il \3l d'ailloui^ évident 
qu'elles sont toutes des ellipsoïdes. 

Si nous supposons ensuite qoe les quarrés de» axes diminuent 
jusqu'à ce que le plus petit des trois devienne nul , les sujr&ceïf 
ne cesseront pasr d'être' des ellipsoïdes:; mais eUes s'ôplatif ont de 
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iVw M^oiEf:. phis en plus pour se confondre en&i arec le plan des gnnde* 
«ections principales. 

EDipM limite. Lorsque le petit axe devient nul, reltîpsoide dévient simplement 
l'aire d'une ellipse dont les sommets sont respectivement aux foyei^ 
de toutes les moyennes et de toutes les petites sections principales; 
tandis que les foyers mêmes de cette ^ipse sont aux foyers com- 
jDDDS des grandes sections principales. 

■ Le quarré du petit axe devenu nul , si les quarrés des axes 
diminuent encore , le quarré du petit axe deviendra négatif^ et , 
tapdis que les quarrés des deux autres axes continueront à dé- 
croitre, ce derqicr quarré prendra des valeurs absolues de plus en 
plus considérables.. 



Stoond groupe. 

Hjprrfoololdc* 
bjpcrboli^aet. 



Tniiiitma groupe. 
«Uiptiqtm. 



Tâot que le quarré du moyiai ase n'aura pas diminué jusqu'au 
point d'être devenu négatif du nd , tout» lee valeurs que pour- 
ront prendre les axes entre l'évanomsaement du plus petit et du 
moyen ase; toutes oee valeurs, dis-je , correspondront à des*by4 
perboloïdes hyperboliques ou à une nappe ; et , comme les ellip- 
soïdes j- ces bypcrbokHdes rempUront.tout l'espace de leurs points. 

' Quand le moyed axe deviendra nul , Ityperboloïde 6 une nappe 
s'aplatira sur le plan des moyeiïbes sections principeles , et ne sera 
plus que l'aire d'une hyperbole dont les sommets sont aux fsyers 
communs des grandes sections principales , et dont les foyers mêmes 
sont aux foyers des moyennes sections principales. 

Enfin, les qAarrés des axe» continuant encoreà décroître, ^[iportien* 
dront à l'hyperbploïde «Itiptiqnc ou à deux nappes, et le groupe cont^ 
plet de ces nouveaux hyperboloïdes ronplira l'espace de ses points^ 
comme le font séparément les Coupes des ellipsoïdes et des hyper- 
boloïdes que nous venons de fi>nner. 

Il n'est diMDC aucun pont de l'espace qu'os ne puiM« conaidéreg 
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ôottOM appartenant à la ibis à un , elfipsoïde ^ à on hjjiperboloïde iv>* mëmobe. 
hyperbolique et à un hjperboloïde eUiptique àa syaléjne géDér^ 
des' 9ur&ces trajectoires orthc^oales ^ où se troare compris» 
cinmiie individo , la sar&ce primitive da ■second degré : cette, 
sor&ce ayant d'ailleurs la forme la plus géuére^e. 



composé de trois groupes particuliers bien distincts. Le, premier 
formé par des ellipsoïde^ , le secoiid p&r des hyperboloïdes hyper- 
boliques, le troisième par des hyperboloïdes eliiptiqaes. D'après ce 
que nous avons démontré sur les propriétés générales des sur- 
Ëtces trajectoires orthogonales ou des orthotomides*, toutes les 
lignes d'une même courbure des surlàces d'un de ces groupes , 
sont donc aussi les fignes d'une même courbure dés sur&ces d'un 
second groupe : ce sont les lignes suivant lesquelles ces surfaces 
. Viennent se croiser à angle droit. 

Ainsi toutes les lignes d'une des courbures de l'hyperboloïde à 
une nappe ou hyperbolique , sont aussi celles d'une des douhbures 
d& l'ellipsoïde i tpules les lignes de courbure de l'hyperboloïde 
elliptique sont celles de l'autre courbure de l'ellipsoïde : enfin , 
toutes les ligues de la seconde courbure des h3rperholoïdes des deux 
genres , sont communes à ces hyperboloïdes de dififêrent genre. 

Je dirais donc , si je poavçis parler ainsi : Les lignes d'une des 
courbures des hyperboloïdes expriment ce qu'il y a d'ellipsoïdal , les 
antres dhyperboloïdal dans ces sur&ces; et les lignes des deux 
courbures de l'ellipsoïde sont prédsément ce qui le lie avec les deux 
autres espèces de sur&ces du second ^^gré : nous montrerions 
ainsi comment et jusqu'à quel point notre système de trajectoires 
orthogonales caractérise et déconq>ose la courbure des sur&ces. 

Maintenant que nous avons ramené la recherche des lignessde 
<9oarbur« des sui&ces du second degré, à. la détenmaatioD des 
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a^a. DÉVïXOPfEMENTS DE GÉOMÉTRIE. 

IV "« MÉMMSE. siinples intersections" de ces sinfaces avec d'autres . surËices .du 
même ordre; cçtte opération étant d'eiilleurs, ainsi que nous l'avons; 
déjà dit , infiniment plus élémentaire qu'une recherche directe , il va. 
nous être extrêmement &cile de connaître etlanatore, etlaforme^ 
et les propriétés de ces ligoM. 

L'intersection de deux suriaces du second degré , projetée sur un 
plan quelconque , est généi^ement une courbe du quatrième degré : 
mais quand les deux sur&ces sont à la fois symétriques par rap- 
port au plan de projection , Rs points de letir intersecâon se con^ 
fondent deux à deux en se projetant sur ce plan , et le dcfré de la- 
courbe s'abaisse par conséquent de la moitié. 

Lent» projttiion» ror H sûit de là quâ Ics HsTies de courhuT^ des surfaces du 

lu plini priocipaui , . 

toDtdet courba dn sùcOTid degré SB projettent sur chacun des plans principaux sui- 
vant des lignes vourbes du second degré, dont les axes sont 
placés- sur les axes mêmes de la sur/ace. 

Justpi'ici nous n'avons envisagé que le système de trajectoires 
orthogonales, formé par des sur&ces du second degré. Nous avons 
déterminé tout ce qui peut être relatif à la composition générale 
de ce système , et nous venons de reconnaître à quel genre ap- 
partiennent les courbes de trajection qu'il présente. U nous reste 
à considérer le système de lignes trajectoires orthotomiques ,' 
formé par les courbes intersections de ces surfaces. La dt^ermi- 
nation des divers éléments de ce nouveau système , sera celle' 
même des lignes de courbure des sur&ces du second degré ; ct 
comme tous les genres possibles de ces surÊices sont à la ftHS* 
renfennés dans un iseul des -systèmes généraux que nous venons- 
de former, l'examen d'un seul système de trajectoires" orUioto-' 
miques du second degré nous fera connaître les lignes de courbure 
de tous les genres possibles de surfaces du même ordre. 
J>our plw de clarté, -nous allons démontrer avant tout)* vsk 



y Google 



tfltÉOBJE. SECTION H. • rfyS 

théorème presqa^éndent par lui-même , et que conDaissent ceux iv>* iméhoire. 
^i ont les moindres doUods de géométrie descriptive. Nous en 
tirerons ensuite une conséquence qui ftra connaître d'un seul 
coup d'céil, le système général des lignes de courbure des sorÊtces 
du second degrév 

' Chaque normale d'une surfece est . aussi la n(H7nale de toutes 
les courbes tracées surt^tte surfoce, à partir du point d'aj^plica- 
tion. Mais si Tune de ces courbes est supposée plane et horizontale, 
toutes ses normales , à partir du même point d'application , vont être 
dans un plan vertical unique : leur proîection unique sur le plan ho- 
rizontal de la courbe , sera donc la normale proprement dite de cette 
courbe. Donc, si l'on coupe la surfêtce par un plan de projection 
quelconque , en chaque point de la section , la normale de la sur&ce 
aura pour projection la noriuale de la section même. ■ 

Considérons nuiintenant dans notre système général de sur&ces 
trajectoires orthogonales du second degré (S.), (£.)> (^s), une 
sur&ce (?,) ; elle e^ partout rencontrée à angle droit par quel- 
qu'une des courbes (a , 5) intersections des (2.) et des (Ï3). Donc 
si par un point donné de (£,) , on Ëiit-sur elle une section plane , 
la courbe orthotomique (9, 5) qui passe par ce point se projettera 
sur le plan coupant, nor^dement à la section. ' 

Pour fixer les idées , supposons horizontal un des plans princi- 
paux du système des surËtces (2,), (£.)> (S3)- Si par un point 
d'une courbe d'intersection (3,5), on mène un plan , horizontal , 
il coupera la sur&ce (S,) passant par c% point , suivant une courbe 
qui "projetée horizontalement , devra couper àan^ droit brpro* 
jection horizontale de (3, 5). . / . . ■ ' 

Hais ces deux projections sont deux courbes du second de^éj, pnjoctioQ^daiitinM 



ment une hyperbole , et réciproquenient 
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37^ BÉVEI^PKffiENTS «E <rfi^«ÉTRIE. 

iv>* MÉMOiftB. noDc les lignes -de opuçbure (a , 5) oomau^iw aox swfitces dv 
«ecoad degré (2,) et (Ss), ^ont en prc^ecttpii «ur les plaiis princi- 
ipaux;, des eflipses ou des hyperboles, ^nÎTaut t^ les «et^onp 
jïriac^lea correE^ondanï^ dey (S,) 8Ci];it 4es 'iiypejrboles- ou à» 
ellipses **'. -, 

Donc, cgi général, pour conmdtre la qature des courbes projec- 
tiops .des (3,3), ou des (3 , i), ou des.(i , a), il sqflBit de toIt si les 
sections principales des (ïj, des (S^, de8,(ïj} sqoI ^tllipsef 
ou des hypfr^o/efi c^r glprs les projectipH? des (», 5), ^^s 
( 3 , 1 ) , des •( 1 , a) sçr,oiit syr les {ilans de ces ftectipns des. /t^ 
p.$rholes ou des ellipses : rien n'çst plus simple qu'un 8eni})lal>lç 
critère. 

!Appliqaons-Ie. Supposons que les (Z,;) sont àet& ellipsoïdes, les 
(2.) des hyperboloïdes à .\ine W^^t et les (ï;^) des hjperboloïdes 
à deux nappes. 

Pour mettre de 1^ œétfapdç dans cet examen ^ nous envisage- 
irons successiyement chacun des coupes de lignes dont se com- 
pose Iç Système àp^ courbés ortbotéimiques ; nous considérerons 
d'abord, le groupe ( i« a) dont chaqpç U^ est l'intersection d'un 
eni;^oïde et d'un hyperboloïde hyperbolique ou à nne nappe. 
Nous passerons ensuite au groupe (i , 3) dont chaque ligne est 
fonnée par j^U^rsectîpn d'un ejlipsoïde et d'un byperbol<û'de ellip- 
tique ou à deu;& ngppeç. lifogs nous occuperons enfin du dernier 
groupe (a ^ 5) dont chaque ligne est forméç par l'infersecticm d'un 
hyperboloïde hyperbolique avec un hyperl^oloTde elUptique. 

(^ En effet, nous avona tait Toir , Gg. la , quo deux coutwa da aetoii) 
degré AMA , «Mi ayant lenn axea sur \ea m^ea lignes , ne pouvaient pas le 
eonpu' à as^e droit lana «voir nitaiea foyers F et /. . SmTant donc qne la 
somme on la diffih-enoe â«a ra^mea rayons yttXxmn FM , yM sera ooiutante , «a 
MiEa tiae cUqws on nua hyperho^. Or , c« tout les . deox courbât ^ tsvxôà 
degré qui se conpeat i angle ^ok. 
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■Xed^-oeQAc^'(i-K»);^osa partout g^-pen^ealaiMS ,ai^ sv^^kces lY^MftsoiaE. 
(Zj) , <:'est-à-dire , aux hff>erbc4oi'd«s , à deux nappea. Mais dans ^!^^^^^ 
ces hjperboloïdes, les sections parallèles à la grande et à la moyenne (> > ^ )■ 
section principales sont des hyperboles; tandis que les sectlona 
parallèles à la troisième sont des einpses. 

Donc , P. les courbes ( i , a ) , c'est-à-dtre , Tes Bgnes de^ conr- 
buce communes à ^ellipsoïde et à fliyporboloïde Eiyperbollque , sff 
]Œi4etlc^t suivant des ellipses sur les planai de h ^'Onde et de lit; 
moyenfitt. section principales, miHt^ai» projeltenitsiimiitdefliby^r- 
boles sur le troisième plan priivcipali ■ 

Passant ensuite auA (i, 3)^ ces coùrËes étant partout perp^ik- SmoiuI smop* 
«liculaires aux (Z,) , c^est-4-dire aux ^ypertioloildes hyperbolique 
ou à une nappe , et la gcande section principale de cet hyperb^lo'ido 
étant seule elliptique ; concluons , 

11°. Que les courbes ( i , 3 ), c'est^-dire , les lignes de courbura 
commune» à Peflipsoïde c^ à- Hiypei^^i'de elliptique ou à deut 
lu^pe», se projett e n t sa* W ^aa-da kt^gFaOde sâctÎMt pnncipate , 
9uiranttmehyperi}oIe, et sur lés deux autres, snirant des-ell^ses. 

Enfin , les* (3,5) étant' partifiit perpendicuhâ-es âox stfrfôcell Troint»» groupe 
(£,), c'est-à-dire y ^ux ellipsoïdes, et toittes les sections de. l'elr- ^*' ^' 
lipseifde , prc^etées siff des ^ss ^leteoB^ie» âant etyptiqnes ; 
concluons, 

m*. Que les courbes (a, 5) , c'est-à-dire , les lignes de cour^* 
bure communes aux deux genres d'hyperboloïdes ,. projetées suiï 
ks tirois plans principaux:, sont des byperbolesL. . ,.., 

En réunîssam les" divers" i^ullals ^nxqtreis' botwtcbobo" d'êtrtt 
conduits-, noua allons former un tableau géneraf qui pr^c&Ferw 
k système des prejectlons des ligBes> de couiibure-de tous les genre» 
^flcr e n tede s urf a c es dtr s ec ond degré ^ -Fft p6<» ! té ag à kur cà it re . . 
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876 DÉVELQPPE5ÏENTS DE GÉOMÉTRIE. 

IV»» MÉMOIRE. Forme des projections des lignes de courbure des mr^icis 

du second degré: • , 









(I.)..- ■ 


ELLIPSOÏDE. U 


PROJECTION ' 
sur le plan principal. 


PREMIÈRE COCRBORE. 


SECONDE COtmBIFAE. 


Des moyennes id. 
Des petites id. 


EOiptiqae. 
Elliptique. 
Hyperbolique. 


Elliptique. 
Elliptique. 


' Orthotomiques. 


. (".â> 


C> . 3) 


(r.;... HYPERBOLOÎÉDE HYPERBOUQTffi. _ B 


PROJECTION- 

sur te plan princ^. 


PAE«làHB CODRBVRE. 


SECOIIDE CODMDRE. 


Des grandes section. 
Des moyennes id. 
Des petites H. 


^ . Elliptique. 
Elliptique. 
Hyperbolique. 


Hyperbolique. 
Hyperbolique. 




(«. 


t». 3) . 


(£0-- HYPERfiOLOÏDE ELLIPTIQCE. || 


■ ■ ■ PROJECTIOB • 
sur le plan prindpd. 


PREMIÈRE COOHBCRE. 


SECONDE COCRBCKE. 


Des grandes sections. 
Des moyennes id. 
Des petites id. 


HyperboUqne. 

Elliptique. 

Elliptique. 


HyperboKq».. " 
, Hyperbolique. 
Hyperi»liqne. 


OrAotomiques. 


(3,1) 


(S, a) 
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.THÉORIE. SECTION II. : à?? 

Apr^ avoir Ëtit connaitre la forme des lignes de cotirborepar iv>>>* méhoiek 
celle de leurs diverses projections, il reste à considérer ces mêmes 
Ugnes dans les relations de leurs positions respectives, et surtout 
dans les limita qui , si je puis parler ainsi > les séparent et tes unisseiil 
à la fois. Four cela, revenons encore à notre système géaml dé 
sur&ces trajectoires orthotomides du second degré. 

La surfece du second degré dont le petit axe a aon quarré égal ^"^.''^ ''"""' 
à zéro, sépare, sans solution de continuité, toutes; les sur&ces de 
cet ordre dont les trois axes ont leur quarré positif, d'avec celles 
dont le petit axe seulement a sou quarré négatif; cela est évident. 
La surface du second degré dont le moyen axe est nul, sépare 
de même les surfaces dont deux axes ont leur quarré positif, et 
celles qui n'ont qu'un seul axe dont le quarré soit positif. 

Dans le premier cas^ la sur&ce devient une aire plâne termi- EUip» 
née, comme nous l'avons dit plus haut, par une ellipse dont tes 
sommets sont aux foyers des moyennes et des petites sections 
principales, et dont les foyers mêmes sont aux foyers de la grande 
section principale. 

Cette courbe est la limite commune des ellipsoïdes et des hyperbo- 
loMes hyperbofiques dli système général. Elle est embrassée, par 
tontes les. grandes sections des ellipsoïdes, et elle embrasse au con- 
traire- en entier toutes les grandes sections des hyperboloJ"des hyper- 
boliques. A mesura que les axes 'des ellipsoïdes décroissent , et qua 
ceux dejs hyperb^lûïdes hyperboliques s'accroissent, cçs deux sur- 
faces s'aplatissent pour se rapprocher de leur commtme limite 
qu'elles resserrent de plus en plus sans pouvoir jamais l'atteindre 
qu'au moment oùleur petit axe s'évanouissant , elles deviennent 
l'une et l'autre une aire plfme ,' ternunée par l'elUpse qui le? sépare. ' 

Si donc je .voulais parcourir Vhyperholoïde à deux Tmppesj, 
en ipaf ^aat aucce^vement sur les traces qu'y laissent l'eUipsoïâq 
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978 DÉVELOPPEMEmS DE GÉOMÉTRIE. 

IV— HÉMbiRE. 00 l'aiitre hypô^bdoïde , }e tooinerais sans cesae antons 4é cette 
eSipse limite ; plus les seooâdes snrfitces siDraat le«qadU» )e 
me cUrigorais, seraient- «platies, pins ye •a/apçrocbÉraa de la 
Gunte, mais sans ponroÎF faaaals' TattAÏiidre qu^ea niflrcfaaiit top 
le.'plaa même qui sépara les- edtfpsoMkS' d<» b^^^boloidea à niitf 
nappe. ■ ' 

lien de* ombiEci è« Aibsî toalfis les UsDes cTune dei cmirilmres âb Thmc^Mét à 

un» Ici bjpwbo- " , Jr , _ 

loidet «uipâ^w. deux nappes ^ tonraenmt dans xar sensaalou^ de reff^psè-lmute , 
de maaÎCTe-à's'en approdler' aatapt' qu*im Tondra-, mais sans poa* 
yak passer par elle ; toutes lés lignes de la secomfe' coarbnm s« 
déreloippent pareillement autour de cette ellipse^ sam Jamais passer 
par elle , quoiqtfen s'en àpprocftant autant qu'on roudlra. Cette 
courber ne marqae dono antre chose sur riiyperboloïde effiptique 
on à deux, nappes, que les points désignés sous la déno^ninatioa 
générale ^ombiHcs : d'où Ppn yoit qu'ea/aisantpasser'une courbe 
du second degré par les foyers communs des moyenne et petite 
sections principales j elle coupera chaque hyperboloïde ellip^ 
tique en quatre points ,dont chacun est ith dés omhilics de cette 
Htrface. Il est également &cile de voir , par ia seule inspection du 
éystême général des trajectoires orthotomi^eâ, que cette ^urfilce 
ae saurait avoir d'autres ombilics. ^ 

Hfptiboie. Lorsque 'dans le système généra] d'ôrtfiotoTnKfes du^ecotiâ'tfegré 
le moyen axe s'éyanooit, le qnarré âa petit aie est dfeveinr oëgatif : 
fa stuikce se rédait, sur le plan des moyennes sections-, à mie aire 
terminée par l'hyperbole dont IèS' sommets et les foyers sttnf ame 
fbyers des grandes et des moyennes sections principales du système: 
Cette conrbé^ est ter limite qui sépare lés Kypertfoloïdes Hypért»-: 
liqoes d'avec les autres hyperbolo'wïes;' ette 'est embrassée pai* 
toutes fes- moyennes- sections des- hyperbbfo'Mes eH^itiquiSs j el 
ellv embrasse au conttaire en entier tontes-lediDoyeQBes-jpC't^toBd 
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THÉORIE. SECnONIL: . 0(79 

dÉa-hjlperËoldïdea hfçtn^c^ipxm. Afàesvrè que lès axes ^idm hy'- .xt« 
perboloïdes hyperboliques décnàssent , et que ceux des bypetf 
boloïdes elliptiques s'accroissent , ■ ces sur&ces s'aplatissent pour 
Vapprodira- de leur Vmlte qifellês resserreat de plm -e& pltis , 
«ans pouTOff l'atteÏBdf ê qad qeand le Enoyen axe e'évfmbuitfsaztt-, 
elles devienneDt l'une «t l^autre une aire pUbe oiroonâcrïte pàt 
Ityperbole qui le« sépare. 

Nous pouvons voir actueU^mteat , pur deç ooit^ératiofis anttr u» d» embiik» i» 
logaes à celles que nous yenonâ d'einployer pour l'h7perl)9knld« *"'" ^ 
elliptique ou à deux nappes , que si nous marchons sur l'ellipsoïde en 
nous dirigeant suçant -les diQçrçatsiijperboloïdeff da Tun^ l'aqtrc 
genre > nous townerons^ dans des directions nomnlemeot opposées , 
autour de l'hyperbole qui sépare pçs .genres dimr^ts d'I^Tperbo- 
loVdes, et de manière à fWUToir en approcher autant que nous 
voudrons^ mais sans pouvoir passer par eette courbe limite , qn'ei^ 
marchant sur le plan qui à la fois unit et sépare lés hyperboloïde^ 
des deux genres. De là nojis conchj^ons que si^ ém& le plan de i^ 
moyenne secUoa des eilipaoïdce , on construit une hyperbole dont ' 
les sonunets soient aux foyers ' de la grande section principale ^ 
et les foyers aux fo^yers de la moyenne section, les quatre pojnl^ 
où l'hyperbole coupera l'ellipsoide , seront autant d'ombilics de 
cette surËtce, et qu'enfin cette surface n'en peut avoir un plus 
grand nombre. 

Ainsi dans le système général des âurlàces trajectoires orâioto^ 
mjdes du second degré, tous les ellipsoïdes ont leurs gmbilica 
placés sur l'hyperbole qui , daus le plan des moyennes sections f 
est la commune limife des hyperboloïde« hyperboliques et des 
liyperboloïdes elliptiques. Tous les byperboloïdes elliptiques ont 
leurs ombilics placés sur Tellipse qui , dans le plan des grandes 
sections principales , est h commune limite des effipsoTdes et 
des^ bypeiiHiliù'des VperboMqa<». £nfia , 1^ bypniïbololfde^ fayp«r- 
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a8o DÉVELOPPEMENTS DE GÉOMÉTRIE. 

i\m» MÉMOIRE, -boliques sont les seules sur&ces du système qui n'aient point 
'^'ombilics. 

Rebdon d» deux Les deux courbes , lieux des omiulics du ^téme général, ont 
"^ '^' entr'eUes une relation extrêmement remarquable ; leurs sommets 
«t leurs foyers sont placés aux. foyers mêmes des grande et moyenne 
sections principales : elles sont telles toutes deux que les foyers 
de l'une serrent à l'autre de sommets , et réciproquement ; tandis 
que d'ailleurs elles sont placées sur deux plans perpendiculaires 
entr'eux, ; 

Ton*)» ombUio it$ D'après un théorème général que nous avons feit connaître dans 
wnrdr/t^rè'diun Mémoire qui Rêvait être inséré dans les Journaux de l'Écote 
ïm^ïSdiîy^ Polytechnique ««, il suit que la courbe Ueu des ombiOcs des ellip- 
**^'''^"^'?™" soldes, a pour autant de foyers tous les points de la coufrbe des 
qneoMnt. ombflics de l'hypertoloïde elliptique , et réclproquemenfr. C'est-à- 

dire, que si à chaque point de cette dernière courbe, on fixait 
un 61 inextensible; puis qu'un point mobile, arbitrairement placé 
sur la première courbe , réunit à la fois tous ces fils de manière 
à les tendre tous , et que ce point dut marcher ensuite dans l'espace 
de manière à feire varier ensemble d'un même alongement ou d'un 
même raccotnrclssement chacun des fils. Premièrement , le mou- 
vement de ce point serait possible et aurait lieu sans qu'aucun 
des fils cessât d'être tendu! Secondement, le point mobile trace- 
rait dans l'espace l'ellipse même , lieu des ombilics de l'ellipsoïde. 
De plus , dans chacunç des positions du poinf mobile , le fab- 
ceau des fils inextensibles formerait un cône droit circulaire j 
dbiit l'axe serait précisément la tangente à la courbe des ombilics 
des ellipsoïdes , etc. 



(*ï y.oyvz laCorrespondluiçe Polytochniqqe , a* a, i" vol, et n* 5, n* Tol, 
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ÎHÉORIÊ. SECTION It. a8i 

' C«s propriétés générales nous fournissent , pour la posidon des iv>» mëmoibe. 
ombilics des sui&ces du second degré , une détermination trop m<^™ ^ <ront« 

îmméiiiBlemcnt Ici 

sunple pour que nous ne rexposioqs pas ici. Si Ton prend la ombuia de* »irfi- 
<e(Hnme de l'excentricité et du demi-^rand axe de la grande 8e&- *^ 
ttion principale^ (f un ellipsoïde , et qu'on la porte , à partir du foyer 
cle la. moyenne section et dans le plan de cette section , sur la 
aur&ce mèmtà de l'eUipsoïde, l'extrémité de cette distance taaX- 
kitiera quatre points sur la aurfece de Tellq^soïde ; ce seront pré- 
cisément les quatre on^ifies. E& second Ëea, si Ton prend là 
somme de rôxceutricàté de la moyenne section et du demi-grand 
ftxe d£ Iliyperboloïde elliptique, ^ qu'à partir des foyers de la 
grande section principale , on la porte sur cette section , on ot^ 
tiendra ainsi quatre points qui seront les quatre ombilics de 
lliyperboloïâe ^Optique. (Voyez là note ïV.) ■ ., . - '\ 

Jusqu'ici nous avons supposé que les surfeces du système ge^ Sr«*BWfl'>H^i<r<M^ 
néral de trajectoires du second d^gré, devaient être des ellipsoïdes lo^. 
ou 4ee fayperboloïdes ; celles d'an des coupes pourraient cepen- 
dant devenir des paraboloïdes. Bans ce cas , les sur&cês des trois 
«ystémes deviendraient tontes en même temps des paraboloïdes; 
les ellipsoïdes, ainsi que les byperboloïdes ell^tiques , devien- 
«Iraient des paraboloïdes ell^tiques dirigés en sras contraires'; les 
hyperboloïdes hyperboliques seuls deviendraient des paraboloïdes 
hyperboliques. Les lignes des ombilics seraient alors des paraboles 
«gales, placées dans des plans (x1faog<maux , de manière it oe que 
le foyer de l'une £iU au somm^ à& l'autre , et réciproquement ; 
«nfin , ces foyers seraient à la fois ceux des per^ioles principales 
ide tout le système. D'où r<»a voit immédiatement que le para* 
twloïde ellq»tique a toujours d^ux ombilics ri^ , et qqi« le para-* 
)}oloïde hyptfhoHque n'en sauraU avoir auËun. • < 

. Jm. méthode que nous venons de donner pour obtenir les ômt ^ 

■ ■ ■ ' 56 ' - 
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■n»*. MÉMOIBB. bilics des ellipsoïdes et des bi3rperlK)loïde8 elliptiques du sytt^e 
général d'orthotomide? du second degré, quoique très-simple., 
peut être rendue plus simple encore et plus générale (Voyez la 
note IV )• Ainsi , pour les paraboloïdes , les ombilics sont placés 
«ur le plan des petites sections principales de chaque groupe, 
et la distance de l'ombilic au foyer des moyennes sections égale la 
. distance de Fautre foyer au sommet du paraboloïde. 

£^ supposant dans le système général des ortbotfKnides du 
^seqond dç^é , que les grands a](e9 deTiemienit infinis ; le tableaa 
.complet des projectioqs des tignes de courbure de ces sur&oes, 
(irésent^a immédiatement le tableau des proieotions des lignes de 
jwurbure des paraboloïdes des deux genres. 

Forme des projectioru des lignes de a>urbure des paraboioïdes. 



PAfiABOLÔÏDE ELUPTIQDE. Il 


FROJECTIOH 


FRElUiEB COVRBDRG. 


8EC0SDE COURBURE. 


.Des.gEaades aeciia». 
De» petit» irf. 


Hyperbdiq»i. 


PfnboUqop. 
Parabolique. 

Bl%tiqiifl. 


PAÏABOLOÏDE HYPCSBOUQtX. | 


paojEcnoii 
aur la plan principal. 


PREM lÈRE COURBURE. 


SECONDE COURBURE. 


Dp» gruidea MGdona. 
Dea .petitea . id. 


Paraboliqne. 
Hypeil>o1iqae. 


Parabolique.' 

Hyperboliqne. 
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THÉOME. SECTION n. aSS 

Oo doit voir qoe Iba foyers déa lignes et des surfaces du second iv* mEhoibk.- 
decré iouent un grand rôle' dans la détermination des lienes de amIo^ •ingniitca 

" " «nue lei lî^n at 

courbure dé ces suriaces et dans la nxatioD des limites de ces lignes, coorbun à^t mr- 

Ces dir erses grandeurs grai^iqws doivent c^ndant sembler aa ^iiL'r^ei.do 

premier coup d'œil , sttscéptibles d^aroir entr'elles bien peu d'ana- 

l<^e. Biais souvent les cfaoees nous paraissent étrangères Tune à 

l'autre, seulement parce ^le leun rapprochements ne se sont 

point encore ofièrts à nous^ eUea Vnnissent dans notre esprit dé» 

qu'elles nous soid présentées sous leurs rapports les |4u8 naturels > 

et, si }« ne metron^w, <:'â8t à Baiah- dans chaque cas ces rc^tùos 

nécessaires, ituda plus ou moins cachées, existantes entre les 

quantités que Ton coDsidëie» ^uè G<«siste la vraie w^a^hj^xpA 

de lA scieooe. 

Hraige a r^idu la théorie des lignes de «ouriiore très^p«F- 
tante par l'application qu'il en a fiùte à la ooi^ des pien<es. H a, 
montré que dans la construction des voûtes , les ymisèo^ qiû Im 
composent doivent se terminer à la sur&ce intérieure de la voûte, 
auiwiit des ligûies de cotubufe de cette surfiice , et se toocher-dAis 
tcmte retendue de leurs Joùits aravant les sor&ces déVekqipabfes 
des normales à là voiiSie , qni s'i^paient sur cette ligne de cour- 
bure. Or , tons searésnhals ne eont pas sealeakent appticafaks anx 
voûtes, mais encofe à toutes les aotiies parties des édifices. Enfin, 
passant à àx» exen^les particnUers , le mâme ^mètre a fait voit 
condâen les sor&cea du seo<nid degré , par rétéganoe «t la sim* 
plkàté de tenr Ibime et de ceUe de leurs iignee de courbure « 
sont propres à rarchitectarè 3 nous ajouteruis à toia lee arts n 
général. 

Si la recherche des lignes de courbure de quelques sorËices 
peut -être infiéreasaide foxa les arts, pour la ^éométrs, pbur 
l'ana^^ mkae que cette sôencé rend sensiUe par ses iaoKS»! , 
c'est donc pour les sor&cea du second degré. Mais cette reciiercbe 
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lY"» MÈMOiBiE. serait incômpletteysi, déterminant senlement d'âne mabiëre ri- 
goureuse la 0gure de ces lignes en 6xant la position absolue de lenro. 
di£Ëérents points ^ elle ne donnait en outre un mojen fecile, élémen-' 
taire , de les construire ; car dans beaucoup de cas , la ££Qculté. 
seule ou la complication de cette (^>ération, sùfi^ait pour en- 
proscrire l'usage, et rendrait ainsi sans utilité ces lignés et les 
sur&ces qui leur appartiennent, quels que fussent. d'aïllears Jes. 
avantages qu^elles pourraient présenter. 

. Four completter ce que nous avons £t sur les Egnes de cour- 
bure des sur&'ces du second degré , il nous reste donc h présen- 
ter un moyen simple de les décrire; et CMume le mode de des- 
cription par un mouvement contiDu est celui qui allie le plus lat 
Ëiâlité à la précision , il £iut que ce mode puisse ^tre à^ttquÀ 
aux lignes de c<Hiibure des sur&ces' du second de^ , p(Hir qu'eUës 
puissent deveoir vraiment utâlea aux arts. C'est ce que nions alloua; 
essayer de foire» 

D»eription ittnt- Si, comme nous Parons d^à dit daiù le premier Mémoire dtc 

^ei de loin li- ccttc théorio , on prend sur une droite mobile trois points i , a, 3 ; 

^„f„^^^^;et que cette droite soit coDSteonment aswqétie à avoir le point i 

coptina. ggj. Qjj premier plan fixe (I ), le poiitt 9 sur un second plan (XI)» 

et le Itroisième 5 sur un troisième plan (IH), fixe bcmme les 

deux p-emiers; dans le mouvement arbitraire de cette droite, 

chacun de ses autres points devra décrire une surface du sewnd 

degré ; tontes' ces sur&ces seront cenccntriques j elles auront pour 

centre commun l'intersection des trois plans fixes, etc. (Voyez te 

Mémoire déjà cité , tome VU , cahier XIV des Journaux de PÉcoI* 

Polytechnique.) 

'. Si les trois plans fixes se -coupait deux à deux à angle droit , 
, tontes les sur&ces du second d^ré , engendré^ par les pointa 
dvers de la droite mo)»le, auront sur ces jJans leurs trçtis section» 
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IHfinçipf^ ; et les trojs parties de la droite ' mobile coraprises entre ff»t wfeHOff;B. 
le poâpt géoérateiir et les points fixes ^ , a , 3 , seront égales axa. 
trois axes de la sur&ce décrite par le point générateur. 

%DËn si , au lieu de parcourir toute bi sur&ce du second d^é , 
le point générateur ne devait décrire qu'une courbe déjà placée mir 
une sur&ce du même or^T^. olifant mêmes plans principaux qfui. 
la première:, les poi^i, a, 3 de la droite mobile qui doÎTent 
respectivement rester sur les plans principaux (I), (U) , (III) ^y ^rto-! 
ceront des courbes du second degré ayant leurs axes dirigés, 
sur ceux mêmes des deux sur/àces. 

; Ce cas est évidemment celui des lignes de courbure des sor^cça 
du second degré , qui sont toujours les communes intersectioAs do, 
deux snr&ces orthotomides du second degré , concentriques ^, 
ayant leurs axes mémânent dirigés. 

. Ainsi quand le point gàlératel^- de la driùte mebile qui décrit. 
Que sur&ce du second degré, ne parcourt qu'une des lignes de 
courbure de cette' sur&ce , la droite mobile trace sur chacun des^ 
plans prim^paux des courbes du second degré , doait les axes sont 
placés sur les Qxes mêmes de la sur&ce. , 

, Ces traces elles-mêmes peuvent être décrites par une droite, 
mobile dont deux points déterminés s'appuient sur les deux axps de[ 
U trace qu'on veut construire , et ont respectivement pour dis-, 
tance au point générateur de la trace , les axes noêmes de cett«; 
courbe. ' : ' ■ j 

' SA dono, dai!» 1« plan de disque «eotitm principfde; on conçoit, 
ces droites mcdEàles secondaires, et qu'au point générateur d^, 
chacune d^eUes Sioit fixé le point i , a oa 5 assoféti à rester cons- 
tamment sur. le plan principal correspondant (I) , (II), on (III) 
que l'on considère, alors il n'y aura plus; rieo, d'arbitraire d^nsla' 
position de cette première Aroifee mobile j tons les mouvements du ^ 
«ystémede ^«iteç ùnù formé, seront vdfiT«nus nécessaires, et 
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iv~* «^ontE. quelque impuliion qu'on lui donne dans tous les sens péfi^ 
sib/es , elle fera toujours décrire au point générateur de . /* 
première droite mobile , ia ligna de courbure de la surfac» 
primitive. Quand où fera varier conTeaablftoent la longueur des 
parties des droites mobiles secondaires, c'est-à-dire, des droites 
appartenant aux traces de la premifi-e &x)ite mobile sur les divers 
plans principaux , on changea de ligne de' cbrabure , et on déorini 
ainsi soGcessivemrait toutes les lignes de Courbure posâtes sur la 
à^oe surÊice du second degré. ^ 

Les axes des diverses traces qui sur Qd mêftie plan principal appar- 
âennent au± lignes tPune même couiinire , sont les coordonnées 
d'une courbe dû second degré < et <couime nous savons décrire^ 
ces coarbes par un mouvem'eïït ^oÀtinu, nous en obtiendrons 
toujours facilement les coordonnées pour cfaaqile point, et par 
conséquent ^ les parties ^dès tb'otlêB nw^e* secondaires , c'est- 
à-dire , des droites qui doivent déCiths les btices de la génératrioa 
des lignes de coulbure. 

Qu'on substibie des règles à Cei !igne$ droites mt^es, dea 
rainures aux axes de la s^t^H^H» dû sfeCoted degré j qu'on sopprân© 
une dés droites moWIes SeCoadàîres , tomme superflue , *t Voû aara 
la plus simple des machines à apparefller j ce sera ce^endsât ceUa 
qui décrim les arêtes currilignes des voussoira de voûtes, termi- 
minées intériewfement pw des surfiices da second de^ qo^ 
■ conques ; ou \ pour parler le langage de la simple géométrie , ceUo 
qui.déctvales lignoè decoutbure de îa sui&c^ gënérale da sccobd 
degré. 

Il y aurait sans dodte enéoré beôttcoup ^'<*oies à dire sur 
la courbure des sia^ces du secotxi degré ^ le n^cochement eï 
la coBC^Hiraison de ses divers éléments conduirait à des résultat^ 
fAÛrieux , et qui poiutiadént souvent être ttttléfl. Mais il nous saablq 
que.Ies principes généraux de la coui*ure ^ ces SGr&ces y^saasQk 
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iPétre exposés avec fessez de détails pour rendre ËtcHes ces rap* iv<" BtteoiRH 
j9>ochemeDts qai ne soDt, après tout-, que des conséquences plu^ 
OU' moins immédiates, et toujours assez simples; Ne perdons pa$ 
de rue , d'ailleurs , le plaa que nous nous sommes pn^Ktsé dj^ 
auirre ; notre but a été de présenter sur la courbm^dessurfficea, 
quelques rues et -quelques résultats généraux , mais non pïfs dç 
parler arec détail de cas particuliers où l'on n'aurait à considérer 
que la courbure de quelques sar&ces individitelles. Pour rendre 
sensibles les méthodes que nous avois exposées , nous aroni 
cherché parfois à en &ire des applications à quelques esetnpies. 
Afais des exemples ne sont pas des traités de roi)jet particulier 
qu'ils présentent ; on doit n'y-rbir que ce qui est absolument le 
propre de la chose -que l'on copsidère , et nous menons- nous- 
mêmes entrés dans beaucoup moins de détails, en parlant des s^^ 
&kOea du second, degré} si nous ne les eussions ^gçe^ pr^es. ^ 
offrir un exemple à la fois simple , étendu e^ pemfirqqal^ , d^ 
tout ce que nous avons pu ^e de général sur la courbure des 
«urËtces. , . ■ [ 



ligne* de conriiiiTe. 



Far des intersections de sor^çeq à dpuble coa;rbure, mais sçu* Sjntmc g^n^niâ'm. 
Jement du second degré, nous venons de déterminer tout ce qui p.^r^u.'à"'^! 
peut être relatif à la co'nuaiswuice c<Hnplette des lignes de cour^- ^ ^^T^, 
hùxe dé cet ordre. Nous avlops cep^daat diQS isqr&ees d'une nature 
plus simple .à employer dans cette détermination. Fer exemple^ 
.dans notre syst^e de traiectoires wthogonales, nous aurions pu 
pratidre, pour premier groupe de surface^ , la sur&ce générale du 
«eeood d^ré et ses co-développantes ; et poyr les- deux autres 
Uronpes , les surfaces déreloppables des nnmales à ces surËiees. 
Mais au lieu d'avoir à considérer uniquement des sur&ces dif 
second degré , que nous savons pariaitement construire,' et dont 
nous pouvons, daqs chaque c^j déter^nûwr immédiatement les 
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IV"« MËNonK communes ÏDtersections^ noua aarions en deux groupes 6edété^ 
loppables du huitième degré à combioer arec des sâriàces à donUe 
courbure du quatrième : enfin, au lieu d'un système de trajectoires 
irànbrassant à la fois les trois espèces die surfaces dn second degré, 
il eût feUu considérer succeasirêment trois systèmes di0ërents. B 
est inutile de dire que dans ce cas-d , les développables des nor' 
xnales employées à la recherche des ligues de courbure , auraieirt 
ptésenté le moyen le plus long et le plus compliqué : il n'eiât pad 
pu , d'ailleurs j si je puis ainsi m'eiq[>rimer , décomposer les sur&ces 
du second degré dans les formes de leur courbure , comme Qoot 
raroDs £ût en suirant la marche que nous avons proposée. 

CMdMïak d« M An lieu de préférer toujours le système de trajectoires orûio-^ 
'*'^*™""' gomdes déTcloppàblea pour parvenir à la connaissance des lignes 
de eonrbnre des surËices , il &udra donc dans chaque cai , ainsi 
que noua l'avons déjà dit plus haut , porter toute son attention sur 
le choix des syst&nea de silr&ces trajectoires (Hthogonales, dans 
lequel on devra classer la sur&ce individuelle dont on se proposé 
d'obtenir les Ugnes de courbure. Plus ce choix sera heureux , plus 
lès méthodes qui en naîtront deviendront simples et rapides , plus 
les résultats él^ants et généraul ; et c'est , comme nous l'avons 
Ht encore » cette indétermination même qoe présente la métfioda 
ei^oaée dans ce Mémoire , qui doit lui donner aux yeux des géo- 
mètres , lé peu de prix qu'elle est susceptiblç d'avoir. 
' Enfin, le théorème qui sert de base à ce mode de recherches , 
«emble ajouter quelque chose à la théorie des ti'ajectoires orthogo- 
nales, en feisant connaître les conditions néces8afl*e8 pour qu« 
cette orthogonatité ait lieu dans les intersections des groupes à» 
jiilr&ces quelles qu'elles soient , conditions qui, si nous voulons 
parler le langage de'l'analyse , ne sont autre chose que les condi- 
^njs tfintégrabilité -des équations dii^entidles des systôives d« 
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sorâtc^ réci{iiyM[aë3neDt orthogonales^ nécessaires ^nr .qwe ces ly^ méhoike. 
éqaatioDS ï^artieonent à. des grandeurs graphiques , et putaseat 
.signifier quelque chos^ conditions <^, ai notûi^érroiiis, n'aTaï^nt 
pas encore (été {tonnées; ; ■ 

Au fien de sup^ser ,qiie les. surface» dés trois systèmes soient 
des trajectoires orth^onâles, on pourrait sui^MMJerleS'snpfitces 
d'Un des sjst&nes sedement, orthogonales aux suiiËtces des deux 
autres. s jst&nes, et les sm^es de ces deux derniers s;f8téme&^ 
aasujéties à se couper sou» na angle-JCODstant qa^conque , ou bien, 
g&Mndement, on pourrait supposer que les trois • systâmes. de 
8ti£fi|ces se conpasseqt aous un mgle queleo&qae , mais constant 
entre les surfeces de deux ménles groupes j et dans ces cas, on 
trouvenùt de nouvelles conditions qu'il pourrait être intéressant 
d'examiner , mais dont nous ne pourrions pas nous occuper main- 
tenant sans s<n:tir de notre sujet. 

Le problème des lignes traiectoires; a été xâ^re autrefois; les 
plus habUes géomètres en ont feit l'objet de leurs recherches , et ces 
recherches ont à la fois été utiles à la science qu'elles ont avancée , 
et à leurs auteurs qu'elles ont honorés. Mais les ^yfficultés qui en 
disaient alcas tout le mérite , n'existent plus aujourd'hui. Les pas 
des sciences sont progressif j ils sont lents et feibles d'abord ; ils 
s'accélèrent ensuite , et s'agrandissent dans leur étendue , comme 
Tespace même qnlls ont déjà parcouru. Les choses qui demandaient 
d'un siècle les efibrts du génie , deviennent par ces efforts mêmes , 
des travaux sans difficulté pour le siècle smvant; et la gloire qui était 
le prix de la difficulté vaincue , disparait avec elle dans la continua- 
tion des mêmes recherches. Mais alors j indépendamment même de 
leur utilité particuUère, ces sujets ne cessent pas d'être intéressants 
pour nous ; ils se rattachept à l'histoire de l'esprit humain, comme 
monuments des efibrts des grands hommes pour le perfectionner .~ 
On aime à savoir quels objets pouvaient arrêter les prunier» 

57 
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j^'mt MÉMOiAE. esprits de chaque siècle , fin du moins sembler dignes de '4eurs 
efforts. Ces efforts et leur succéà fournissent la mOâure de nos prc^rès , 
«t parfois de notre décadence; je l'ai déjà dit,c*e8t l'histoire de l'esprit 
humain. Ainsi, quoique la théorie des trajectoires orthogonales 
n'ofire plus maintenant de difficulté potir la généraliser dans l'espace, 
et lui donner toute l'estensiou dont elle est susceptible , elle est 
encore digqe de l'attention des géomètres. Lorsqu'dle se lie ensuite 
avec d'autres thé<>ries importantes par elles-mêmes et par leurs 
eppUcations , comme celles de la couiitore des sor&cés , elle 
acquiert un nouveau degré d'intérêt ; et il làut , si je pois parler 
ainsi, qu'elle -deTÛnne dans la science» etpourtous ceux qui la 
cultirent, élémmtairo et cla8si<{iie. 



fut DU QiïATaïiHS ttiMOiax. 
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IV-< HÉHOIBK. 

NOTES PRINCIPALES 



DU QUATEOÉME MÉMCMRE. 



NOTE PREMIÈRE. 

Idées sur là hàniendlature gêométriqae. 

XjÇ mot orthatomide csttiridi b-lingoa greeqac-, am 'AUisraiB oat pané dtoH 
mille e^ressioni d« notra langue, ortAogonal, stéréotomie, - dH{>tc»'dlB, efc. Il 
dgmfie , Htténilaiieitf antâuM conpUit i angle dit>lt : '4{liw , droit ! ryii , tectioii ; 
•0W, foime, MçiftxvBCt, nstâot, ' -■ ' * 

- n jua Semble qat poiv pevfectîomMit un peu la langue géométrique , im{>»£kift 
'A tuit d'éganfa, il EùiAvit ccaâMnr esohuiremeiit 1«- tenninaison en He cicfc 
■miftees, et la tenniaaison en iqa» «uzligoea coûfees. Par U, le notn sei£ d'un* 
grandeur gr^hique îndiqaenit si elle ett une ligne ou une smAce. Je feras 
plut, je couMcretaîa le geun fiSmmin aux snr&ceft, tandis que le geni« masculin 
serait réservé aux longueurs et awc toIbbks. 

EssaTons d'appliquer cette nomeoclatnre aux soifaces du second degré , et Toyons 
l'arantage qu'elle peut aroir sur l'ancieane, pour la rapidité et la simplicité. 

La ligne du sectmd deçré / Lk DeuUrùfue, 

L'mre comprise par mie ligne du second degré. J La Deutiriqne. 

L'aire de la snr&ca du seçasd dçgr^.^ ........ i \ La Deutériàe, 

Le Tolmue terminé par une snrfoce du second degré ( Le Deutéiide. 

Offrons un antre exemple, non plus 'utile seulement k une classe paiticuli^ 
de surfaces , mus à tQutes les surfaces an géaéral. 

Une ligne des centres de couilmre. . . •9^'. (CtCe^tnemùfaê. 

L'aire comprise sur la surface des centres de courimre par^unel 

ligne des centres de couliure '. ... l,. . .jLaCentnxurviqae. 

lÀmam de la snrfaoerU dentiei de bo n ri m re" ....tV, . .\La t^ntmoiavii», 

JUe yolmofc do coi^ termiaé par la «idue ides «éatrN 'dèl- 

eoudilin. .• :....;... ....,'.....,, . .(£• CmUfoairvidtt 
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IV"* HÉMOniKt ^ous laissons snx bommes déponlllég de pr^ngés , à jnçer des aranta^. eC 
de» inconTâiiieûtS de l'iimoTation quo noua propoeons. H est à désirer que la n^ce»- 
rité d'un te] changement soit sentie par tous ceux qoi cultivent la vraie gjkomé- 
trie, et qu'ils aient le courage d'imiter les chimistes modernes, et de rebir* 
■nssi leur langue. Cta il est étonnant que les dinotninationa d'mie science oà 
tout est baimonia et ^:éciaioii «oient iocohénides et aouTent n p«n préoisea. 

. NOTE II. 

TbÉORËHE^ L'angle de deoz plana itant àaàt, tm ti^otiièpfl pkn qoi tea coope 
i^tacmi sons xm angle droit, i un infiniment petit du prmûr ordre prèa , marqtte 
anr' «fa deux traces qiû font «ntr'dlea ou aji^a droit » à iu infinimecit petit du 
•feciMtd otdre prie. . 

,, Sojaptj[0,(I|)la*d^ncpl«»qiii<ncoiip«ità«ii^adroit«aMNfig.'i3, acJwC 
wA,«B les deux traces dn troisième plan A«B,tel qiwA^, BmS m diSBrAit d'ua 
«l^a'<^pit que d'un infinimant .petit An -pamaler tsdfe, Po«r;raitililir cette Ssi^ 
j^i^ i^ndMi^,; il £aiid)ra qu'on preoaoït aO éfgti i vn wfininettt petit du imuiet 
^ndrej les droitn OA, Ofi, maniw sur le» plans (I), (U) perpertJio»]<ircnwot 
A leur intersection WX , rencon t teitt «A, «fi à ans diataaoe .finie â*, StN^ 
i Oit 1« tnaqglet rectanglea AOB, AjO*, SO« imam r. ^ ,. 

AB*3:iOA* ^OB*, 
'■ "'■ '• '■/ ■ ; .A* ='*0« + OA», [''"/' 

•■» • •B'U.O' + OB'. 

Dï.U. on tira imaiédirtement ::->'.. 

.-■-■-v.-;'. «A' + dB*sA9'->4'SM0^ -' - ■ "■' -■'/ 

'Mài^ûiant proloosBCoia BÀ jiuqD'en a, da manière qu'on ait . 
•A> + «B^ SE oB* ^^ + aAB. Ad -H Ao-^ 

On aon de siiita ^|f ■ 

A«^:^nABlAa + Aa*, fn fl«0* — A^^aAB.Att. -. , j 

Mii»>M>*. «t A«* ^« imnnt «11» plw Scanda qnt daa tefii^^ 

tndre i AB «st fini : >dwa M déàt^M» m inJBintmt pelib^ teoondi «an. Or 

fia e^ la bue du tn«pgl« mAa, où«A eat &cà; donc l'angl* a«A> diffifnac* d« 
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THÉomx. sEcnon n. Ags 

rjkngle B«A i l'angle droit, se Murait mrpassar nu inEiûneHt petit au second j^^ 

ordre : c'est piéciaùnent le prindpe qà» nom avions avancé, 

. . NOTE m. 

'Conditions pour que deux plans tangents, et par conséquent- 
deux surfaces , se éoupent à angle droit en un point donné. 

Pniaqne nom avoni rMoit la rechoxhft des %nas à» conrimre i la simple 
iiit«rfMwad«:-attfflKM tr^Mt(>ires.oit&Qgonalec, et que «etfa crt^gBo^itâr d». 
pend de celle dej plana tangents anx mteiea sm&çes ; TOTops comment i^ns 
id^tenniiieroni , par le moyen le plna facile, la condition' nécessaire pour que 
deux plans se coupent à angle droit. 

Si nous Tonloni rapporter la position, d'o^ plan tangent quelconque i. celle da 
trois plans coordonnés , nous pouvons le £aire bien ain^lemeat, en. prena^^t ppar 
âonnéei^les longueurs de chaque partie d'axe comprise entre l'origine et ce,plaç. 

En regardant tour à tonr'cliacun de ces axes comme la Kgne àei abscisses', 
Sous appelinona ces parties les toutaitgeates àa plan tangent ; c'es^4.■Jire, ' qiw 
nous étendrons aux trois dimensions la déaomiaation eonnerée jusqu'ici auc 
étendues de deux ^lâensions. 

Donc , dans un systèibe de Coârdôituées quelconque , li pofeitîoit cCuii ^laà 
tangent est cooiplettemeut déterminée par la grandeur de ses trois soutûngentes. 

Si maintenant ou compare l'un avec l'autre deux plans tangents 2 deux surfaces 
diJFérentea, et qu'on établus4 «ntr* kar position tmà relation quelconque,, cette 
mtme rclatiott ponrra donc toujours être produite par des valeurs convenables des 
soutangentes des deux plans. DeAiandon>-noas la lai quijmt dépendre les unes 
êe* autre* la joutangaUei^ de jieiu; plans qui doivent ttn à aagU droit. 

Deux plana se coupent i ^gla drojf , lorsque deuxperpen^culaires à ces plans , 
parties d'un mAme point , se coupent elles-mêmes à. angle droit. ■ : ' 

Rapportons nos deux plans'taagents k des cotn^iodiées rectangulaires, et soient 
a, b, c, d', y, c' leurs sontangentes respectives; abaissons de l'origine deux per- 
peodienlairet sor ott. plan*;: enfinioiént A, B, O, A'y V, C les trois coordon- 
nées du point oà ces perpendiculaires rencontrent les plans tangents qui leur 
%orrnpoitdeiit. ■.-..■. 'i ■■' r 

'^ 'Pi^qte.cet dnix'IigBas.se'raneoMreat'à ongl» dfoit i'FMÎgiiie^ lequarréde 
l'bTpotliéitiiM qui jiHnt knn «otitetitéa eet égal à k Mnamo de km quarrés. 
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«94 NOTES PRINCIPALES. 

Or , U diaganale d'un parallélépipède ayant pour qoarré la somme des qoànè» 
des arfites d'un même angle de ce solide , on en conclnt que le quarr£ (Ttme droits 
donnée est égal à. la somme des gtiairés de ses projections sur trois axes rectangu^ 
Uires quelconques ; mais les projectioBs des droite* que nous couaidérona tout 
évidemment 

A, B, C» 

A', V, C. 

A + A'. B + B', C + C. 
. Donc on • 

A'-f-B' + C* + A"-t.B* + C" = (A + A')'+0+B^--f.tC4-e)*. 

Dans cette égalité, tous les quatrés du premier membre sont détroits par Ici 
quairés du second, ce qui donna 

o = AA' + M' + ce. 

Telle est'donc la condition qui doit lier entr'elles les coordonnées A, B, t^; 
A', B', C, pour qae les deux plans qui leur correspondent m coupent à angle 
droit. 

Maintenant U perpendicnlaîre projetée lor le plan des A, B et des a, b sera 
aussi perpendicolaîre à la trace du plan tangent sur le même plan. Donc les 
coordonsées A, B et les sontangentes a, b aenpt les petits cotée de deux 
triangles . dont les trois ' câtés sont rwpectÎTement à angle droit > ce qui donna 
immédiatement 

A : B :: 4 : . j: 1 : J. 

On aam de mtoie, en oonçarant A^ B, C, ponr le premier, plan, 

A : B : C :: i : 4 : i, 

M pour le second, , . 

. A':B':C:;J,:^:i.. 

Or, AA' + BB' + CC = o; donc -l, + ^ + -1, = o. 

D'oA résulte ce tbéoréme général : Pour que deux plant tangnOa stàtmi «i 
Of^f^ draU, itfata quê là stiianu dv vtdeurt invems do leurt totttangOtUs 
Forn^iondaate/ toit laiik- • 
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THÉORIE SECTION H. igS ■ 

. Awt de tennîaex cette note , noua croyens deroic prfunter le ntoyea de ù^u 

, liai !¥•• MEMOIAL 

doiuer l'angle de deux planr par les Tuenn de len^s aoatangentes. 

Pour cela , rappelona-nont toiqonrs qne l'angle de deux plans se mesure par 
celai de deux droites qui, paitiea d'untsème point, leur sont perpendiculuret. 
Prenons l'origine poor ce point , et supposons , de plna , que les deux plans sont 
équidistants de l'origine : ce qu'on peut faire sans rien cbanger à leur direction , 
ni par conséquent i l'angle qo'Os ferment entr'eux. 

Les perpendiculaires OH , OM', fig. i^imenéesdel'ori^eauxdeiixplansdonnés,' 
£tant égale» par hypoth^, cherchons quel est l'angle qu'elles forment entr'elles 
lorsque leurs trois projections sur les axes des x, y, z sont connues et repr^ 
sentées^suiTant notre usage, par OM^, OH^, OM.; OAf,, OMV> <^»- 

Pour cela, je^endssurla prolongement de OM, Om=:OM. AlonMiM*,!» 
sont trois points d'un cercle ayant O pour centre ; donc MM'nt est rectangle en M*. 

En abaissant sur OU la perpeudicnlaire M'ji, on a par conséquent 

mM" . __ mM'« ^„ MUT'— flOMP 
nu) = — jj- , et On = ~=r^ — OM = 735 — i. 

^ mM ' '^ sOM sOM 



MM" = (CM, + OM',)' + (OM, + OM*,)' + (OM. + OM'O', 
— aOM' = — OM*. — OM", — OM», — OM", — 0M% — OM", . 
OM,OM'. +OM/)M'y + OM.OM'. 
' OM 



Op = ^ 



Doue , le rapport ^rj& , pix lequel on repi^ente wBTent l'angle de dem lignes 
(c'est ce qn'on appelle le cosinus de cet angle) ; ce rapport, di»-je, eit 
Op _ OM.OM'. + OM^tr, + OM.OM'. 

ÔSF om.om' • 

TVouTona maintenant les TaleiUB de ces lignes par le moyen des soutangentee 
o, J, c; o", y, c'. 
Soient prises les longueurs *,C, y,.*', C, y', telles que 

i:i:i:-!î:i:A::OM.:OM,;OM,:0M',:0M',:oM'.::.:e:v:/ :!":/■ 

J'en condns de suite 

OM.OM'. : OMjOM", : OM.oiii'. : om- : OM" 
:: ^ : a : w :•"+«■+»•: "'•+f-)V; 

donc * 

(OM.OM'. + OM/)M', + OM.OM'0 (W' + Cf + TOT 
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sgS NOTES PB3NCIEA1ES. THÉOME; SECTION I. 

-n'*MÉMOniE- f^'^^-^^t gn'ea prenant lea ralems înrerses des sontaiigentes de deux pttns 
donnés , la somme des prodaits deux à denx dea ralcim inrerses coirapondante^j 
dirûée par le produit des deux droites ayant respectivement ces valem^ imeraes 
pour projections ; ce quotient , dis^e , est précisément ce qn'on appelle le cojimu 
<de l'angle formé par les deux plans. 



NOTE IV. 

VéteJTnîJiation des ombilics des surfaces du second degré. 

Quand une hyperbole et nne ellipse ont mêmes foyers , les rayons Tectem de 
diaque point où elles se consent sont égaux à la ^tanee d'un même sommet 
de i'uUe aux deux sommets de l'autre. 

En effet] soit D la distance d'un foyer commun an centre commun. aA, sA' 
étant les BKes placés sur la ligi^e dei foj^n, et A, R' les rayons Tecteun, nous 
aurons R-f.R' = AA pour l'ellipse, R— R'^aA' pour llij^erbole ; donc 
R:=A+A', R'i^A — A': or, ce sont les distances dont nous venons' de 
|wrler. HAis les ondiilics de l'ellipsoïde et de l'hypêâ>oloïde elliptique sont res- 
pectivement snr le plan de l'hyperbole et da l'ellipse limites ^aat altematÎTement 
pour foyer et pour sommet les foyers des deux grandes sections principales. 

Donc, pour avoir les enbiUcs de relUpsoïde , u il hat simplement , dans la 
moyenne f eçtion priixçipale , prendre pour rayon vecteur la distance du s<»nmet 
du grand axe an foyer de la grande section.» 

On fera la même c^ose pour l'hyperboloïde. 

Enfin , quand deux paraboles ont même foyer et méiqe axe (mus sont diri- 
gées en sens contraire) , la distance de leurs sommets est le rayon vecteu du 
point où elles se coupent. 

Dwic, tt pour avoir les ombilics du paraboloïde elliptiqlie , après avoir déter- 
uî^'ladiMancadn sommet aux ft^an d«» deux sectiohs principales, on^ndrala 
plus grande distance pour rayon vecteur de la section principale ajqtartenant i l'antiv 
foyer n. Ces déterminations paraissent être aussi simplet qu'il est p<^saible de la 
Retirer. 

nif PES N0TI8 DU t^HATKlil» M^HOIBB. 
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CINQUIÈME Mémoire; 



I !m ' j ' .]■ ' '. ' !■ » 



THÉQRIE 



SURFACES TRAJECTOIRES ORTHOGONALES, 

APPLIQUÉE 

A LA DÉTEWONATION DES ÙGNES PE ÇOXJRBU&E. ' 



GÉOMÉTRIE MALYTIOUE. 



Vje Mémoire terBÛBeia^ce qUo-BOU^ a^ws-ji dire sur la théOTn 
de la courbure des sur&ces. Noos aurions touIu pouvoir y joindra 
nos recherches sur les contacts du troisième et du quatrièipé 
ordre. Mais, encOTe mie fois appelés à rextrémité dé FEmpire , 
tout doit .céder 'aux'âeT(^!-dè'0<nte.étet^'^t*9qu8.ftoué'toyons 
forcés de remettre à un autre temps la publicaticHi, de. la suîtç 4? 
DOS travaux. 

Avant de montrer d'une manière générale, les propriétés dont 
jouissent les suTlKies Iz^^tdire» <i7tUDgoiiale8<P^^'>^["^i^' ^ 

58 
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ïg's DÉVTÈLOPraMENTS Î)1E ftiKJMÉraffi; 

V" MÉMOIRE, les rendent propres à la recherche des lignes de courbure-, nous 
cherchd'Ant à' Ktra *6rt l'ailit^ <ll»I pecTent itn \x> mimes 
propriétés,' par un exemple pris sur tjâ Ordre -de' sutfiices très- 
étendu et pourtant simple encore. Par là nous rendrons pins 
ae ufliblea et plus fecites ,■ tee géoéralitw «uxqtteUe* wmw t&^eTMi» 
de parvenir. 

PARAÔHAPftÈ ipfeEMlER. 

DES SURFACES TEAJECTOHIES OETHOGOKALES DV SECOND DIGKË. 

ARTICLE PREMIER. ' 

JDétemUnerles^ conditions gui rendent deux surfaces du second 
deifé ', tftjictùirés o'nhdgbiaiés rteifre^utis. 

L'équation géuéiale des sur^ces du second degré, rapportée» 
à leur centre «t -à- Iwrs plana principaux «st| comme ou sait^ 

J'cx" + a'cy + a'}^7^ = a'i'c. 

Mais au lieu de nous servir de cette équation, nous ferons 

■ ■$»■*» 'IPiJtritai*", ipfwiVi ■ ■ ' 

et noiis 'obtiéntlltns , sous iiite kirmê plus ^îinpfë, célté équation 
identique, à ta. précédente. 

. i^..a.i^<[rif)f^,fql^tr^^^■fir•K<*'■f«*^PV> 
■0ùïiiBÎ>tetit4t,-^"'l ■-'■''-■■'■■ *- • 

(S).... pxr+^+T7f=pqr. 

. L'é^Uon du plan tancent à, la. sur&ce (â) sera , . , 
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Représentons pareiDement par . ^i^_^BfffaMf 

1* une seconde sur&ce (S) , ausisi dii second de^é , concentrique i 
la première , et comme eOe a^aâri te» plans '(Éd^i^onnés mêmes 
pour plans [nÎDeîpaûx; arun pléD-if'ê') ttmgâot^ àj ceU«)8nr&ce. 

- En nommant a, €,y\& trois axes dé (^ y nous aurons pa- 
r«iIleméDt'' '•-' - '■ ':■■ ■ , '"^- ■'■ -■, -•:. h.- :■.■■,', ■ ■ i Lv\!. 

Exprimons maintenânt-t^ les sn^Bvces- (8) ^t (S) se coopent k 
angle droit dans toute 'Féten^4 ds^l^ur iatt^çeotion. Il suffira pour 
cela d'exprimer que leurs- plàiis taDge|;t9-(7) «t (e), en un même 
point X, y,Zt se coupent à an^e droit. Or, on sait qu'il Ëmt 
pour rempfir an» tell&i condition, que.ld csonullr dçs {«adt^, 
deuf ^ deux, d»s coeffîdents corDèepon^ante étar^y, Kseil ég^e 
à zéro 4 01^ aantâenei cette équation de condîtiQU - 

]&qpvimoi4s âvnlti» ^e eècie ^qoatlMi doit^àT<^Hen ^ti^x/t» 
k».pcHnt& x^y, t cotBBiHvs-'aiÊf]: 4«Kx seiAoes (9}«C^X>). A 
fmén peu- eel» flrftv coexister cette. é<j((Hitv)D ereo les équationé 
(S) f$. (Z)^Mai8',oemk&iééfiTee<Aaoiaid d« caSes^ci, elle àéiw^pm 
•ntièrMEteat les pr«^etienfr ^^nerfigiMieeni^ie; Sbneen diltenaiâ 
nantee»; préjeatiouB àueoe^ivonent ptMt (S>) tu |tow f X),- Ift 
suffira ensoited'exprimerque cesprojeMloBsoBi'l^BK^eAéqua^ 
tvonft ;. ce qw IHUM faç^Pft i fff p >ft f^ MtfffnyF^ ^ fîfl çâalmt les np" 
porta 4<vsi ^o«iÇ(^^ ^jf]feqj¥^ï^^^ dftps 1^ ^u* éq^qiw 4« 

CftwlHiOD^. ■..■,„. ;.';•:-,-. r.:.!' "•;■.■;■:'.■■/: .;, •--■.:. 

tUflûJaart dtmé touj*. (^; tqqr 91^:^^ V df ç^ «çRi^tiw de cqh- 
4Ui9uetd^^p|çiIfl^tixe (3>ïïP»s.,dpbai^s» (S), - 
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W DÉVIXÔtPËll£Nl6 tmGÈ&StÈTEXE. 

vW* ifflÈHoïKE, nous aurons 

(i)-.*x; «■(.''— ^}j"+r(w— 4)*' =P9T.-'' » 

/ ^(^.-T4.)iS*-f-iï(*— '*)*'=PÎ'"'? ^ 

4,(j^ — r) z' +t(5— ;))*'==w$4.5'. 

D'où nous tirerons , par U comparaison des coeffîcîwtiS qos 
nous Tenons de;pe^M«er, : ' 

■/. . , ' - /»(r^5).*ïif(4— f), ■ 

' *4- = €• I : donc. 1 Jv— «-^ofe g'— ô^ 

D est fecUe de toît que lés grandeurs û'-^J', ft*— c'jC' — ô^ 
«f-:^^î,Ç'. — ïyjO'r-?^ a'jjae^ Sï^tft :ABti^ .(^O80,;que. les quarrés 
^s âxeentridtés d4s. 9«cti<MU |«ipoi^}es,4es ^t^ceç ($) jet (S). 
D-oii résutee: ee t}i^i:éine g^âoéral. Si deux su^^ces du second 
degré, cbncËnti1[que$:, ont T«^>e<;tirei»eot 4^9 inémeB fojers pour 
Iflurs ti:oiP-8efftiqn*.pi»(vip^e8,qï^ejljQHqBe, soient d'ai,Ueurs ces 
sui;&ced , -elles se coopérons ftvoglçrdroit.jdansiitpusiE^' points de 
leur commwe infeweicaiiw. ; . ; , -. j-^^ -. . ...^ . . 

Ob peut également exprimer ce thëoréme ind^enc^nsnent d'aiu 
cune notltm de foyers , ni d'excentricité. Il suffit de dirfe que les 
deux surfiices doivent avoir leurs sections principales respective- 
nient placées dans' les mêiiKs' plaiis,' et les quarré^ de leurs àxes 
«orrespondimts équî^^érentET. Ce iloàrel -énoncé n'e^ que la tra- 



w, :.. 




. fî = 


<^, 


■~'pr = 


i^, 


qr = 


û'. 
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THÉOEUE. slHJbN 0. ' ' Soi: 

faction des trois équatîoDs de Condition, y*Bi£MOiR£. , 

i'Cr — g) = *(4— *)■ 
q{p — r) = <P(^— 4), 
'■(î— /') — +(?— ^)- 

RèmarqDons en passant que les équations (i) étant du second 
degré, seulement en x,y, 2, elles indiquent que les projections 
de la courbe commune à(S)età (Z), sont des lignes du se- 
cond degré , ajaut leurs axes appliqués sur les axes mêmes de la 
suTËice. 

autrement et plus simplement On peut parvenir aux résultats 
exposés dans cet article, par une voie beaucoup plus expéditive; 
il suffit pour cela d'employer des considérations analogues à celles 
qui nous ont guidé dans la démonstration géométrique donnée 
IVl Mémoire, pag. 267. 

Pour cela , j'observe qiie Téquation générale des deux surfaces 
du second degré , 

et 

6'V*'H- *^'J'+ à*€'z'= *'f'>-*, 

en les divisant respectivement par a'b*c , a^C'y',- peuvent être 
mises sous cette forme , 

et 

Si nous retranchons cette dernière équation de celle qui la pré- 
cède, nous. Qbti^ndroDs 

. ,. (i-i)'=-+(è-FWG-^)^-=°T 

et cette éqiiatioQ ayant lieu en même temps que céUea dont eUé 
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3oft DÉTELQFPIsflte I^ CiJÈQïq&TRlE. 

Y"' MËM{HAE. est 9ériTée , la surface qa'ette reprëe^tfe pwse par l'ÎDler&ectioii 
même des deux sur&ces primitiTes du aeçwid degré : c'est Véquft- 
.tion du cône ayant l'origiae pour centre^ çt passant par Tintersec- 
tion des deux surfeeeB prîmitires. 

Si maintenant op veut que Içs d^ux sur&ces prinùliTes se coupent 
partout à angle droit , comme les équatiom de leurs plans tan- 
gents sont 

il fendra qu^vq fût toujAurs oetle éqn^lioft dfi concUtù» 

Donp pour (pie ^te çqqation puisse appartenir k tonte intersec- 
tion des deux surSices primitlTCs , il hat que cette équation ait 
nécessairement lieu en même temps que 

(i-i)*-+a-^r+(^-^z-=o. 

Ponc il. feut que l^ rapports de Içurs coefficients correspondants 
6oient égaux, ce qui donne • 

(à---?)«'«-=(^-i)«-=(?-?)^-. 

ou 

«.' — a' = tf' -!— b*s= y» ~ c'y 
\ 
\ résultat qui montre évidemment que pour se couper à angfe 

droit, U faut que dhux surfaces dtt second degré ayant même» 
plans principaux f aient les quarrés de leurs eue* c&rresponr-' 
dants é^diffîrent«. 
On ferait voir avec feoiUté , mais un peu plus iMiguement , que 



izedby Google 



TSÈORIfi. 6ECri<»ï. II. . . 563 

ctDgW droit, fâ dte»ki^)&t pt» mtmœ t)laii8 princi^ax, et parconaé- v-* mémook 
tjMjS. , si ^tXieè n'ont pm auBâi kn qattrés de leurs âxea ^tirr«^on- 
dai^B éqoidfti^eittt. D'aUleun ce prindpe ne doub eat pw nécuiaù^. 

ARTICLE II. 

L*ùitersecU'on de deux surfaces âa second degré, trajectoires 
réciproques orthogonaJeSt est précisément pour l'une et pour 
l'autre, une des lignes de leur courbure. 

Four démontrer cette proposîtioB , rappelons nooft d'abord qut 
les lignes de courbure des surËtces sont oarectérisées par la pi-o- 
priété qu'ont les nomudes à la sur&ce suivant uae de ces courbes, 
de former une surfiice déreloppable. tVoù il suit immédiatement que 
«ItmfMan tangent à la 8urËice%itiharctter6lMi point de oootactsui- 
rant la direction d'une ligne de courbure, la surfecé déreloppable 
formée par les intersections successives de ce plan , )ouira de la 
propriété siuvante : te toutes te8-a!rétei3Tect3ignée Seront des Aroites 
tangentes a lasni&ce, et normales à la ligDed&courbure. j> C'est oç 
quVui sait déjà. 

Cela posé , cherchons l'équatioii de ces arêtes TectiHgnes. Si l'on 
difiëreotie les équations (i) parrapfMrt à x,^,x, elles donneront 
la position d'une droite tangents à llntersection des sur&ces (S) , 
(£)j or ces éqvations oQrent les deux équations diSéfentieiles 

f>(^-*)*g^-r (^-4)2 = 0, 
d{i).... < 

Elles expriment qu'en passant d'un pcânt de (S) ou (Z) à on autrç 
|KHDt iafiBimeot roiaài , <w marche touiours aur la ccuunuoe in- 
tei^tioB de «€^ swfiice^. Faûiops voi^n «e iiMHIvenseQt au plaa 
tanj^tit (T). Si daos l'éqvKtttoP (T) je dîflfêreotie ]>w iDpp^rt k 
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3o4 BÉVELOP^HENTS D£ OÉOBtÉTEIE. 

. x,y,t, sans supposer qae les ooordoiméed.countotes X, Y, Z 
varient, réquation différentielle que j'obtiwidrai appartiendra à I« 
foiste plan tangent à (S) en x,^, z, et au plan tangent à cette 
même surfoce en *H-rf*,x+£fK» z + (/z : donc cette équation 
diffîrentlelle appartiendra à l'arête intersection de ces deux plans 
consécutif j et , en supposant que x^y^z prennent successivement 
toutes les valeurs qui conviennent à Tintersectlon (i) , Téquation 
différentielte que nous allons obtenir appartiendra également à 
toutes les arêtes de la sur&ce déreloppable , tangente à (S) dâna 
toute l'étendue de rintersection (i). 
Or celte équation est - ... 

dm-- i.xg+îT| + rZ = o. 

En chassant ^ • ^ ^^ *^tte équation au mojen des deux éqoftr 

tiens J(i), on a ' . " 

( ^ — 4) X.j'.z4- (4 "^) *'Y.z-h (w— ^ )x.y.Z=o. 

On voit que cette équation est simplement du premier ordre en 
X, Y, Z, ce quilui permet de couper le plan (T) suivant les arêtes 
rectilignes d'une surfece' développable, etc. 

Pobserve maintenant que le plan expritné par cette équation , 
est perpendiculaire au plan (@) , tangent en x, ^, z à la seconde 
surface (S). Si nous prenons en effet la somme des produits des 
coefficients correspondants, par rapport à X, T, Z dans les équa- 
tions de ces deux plans , nous aurons 

*.^.z[«-(ip— 4)+? {4— •*■) ++(''—*)]» 

grandeur évidenmient nulle. 

~ Donc les aréteà de la sur&ce développaMe que nous con^dé- 
T0)3S, 8<mt à la fois sur ce nouveau plan, norinal au plan (0), et 
%ur le. plan (T) > qui lui-même est noii&al au plan (0) , par bjpo- 
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THÉORIE. SECTION H. 3o5 

thèse, tl suit de là qaé chacune de ces arêtes est normale au plan v»* mémoire. 
{&) et à l'intersection des plana tangents (T) et (0) qui lui corres- 
pondent : elle est donc aussi normale à la courbe (i) , intersec- 
tion des sur&ces primitives (S) et (2) : donc , enfin , la courbe (i) 
intersection des surfaces (S) et (2)> est pour l'une et pour Foutre 
une Ugne de courbure. 

Ainsi « quand deux sur&ces du secœid degré ont les mêmes 
foyers poor leurs sections principales correspondantes , non-seu- 
lement elles se coupât partout à angle droit, mais leur intersec- 
tion est à la fois une ligne de courbure; pour t^cune d'elles '*\ » 

ARTICLE: III. 

Identité des équations nouvelles des lignes de courbure des sur- 
faces du second degré , avec celles trouvées par Monge. 

Dans cet article, nous allons Mre'Toir que les équations des 
ligues de courbure auxquelles nous sommes parrenus dans rarlicle 

tn Va modiétnatideii diadngné déjà par de waia titres, et qui fixer* sa plaça 
dam un rang plus honorable encore, Biset jeune , est parrenn de son côté à ce 
même réauttàt. Il l'a tronré comme on corolliire des théorSmea qa'il a £^C 
conn^tK sur les momeàts d'inertie et'lei'axes des ccôps'. Le Mémoire où sont 
consignées ses recherches , a été présenté en 1811 à la première classe de l'Iiutitilt 
de France, et la marche seule que l'antetir a snirie snfiirait, saps son assertion, 
pour montrer qu'il est paryemi ,■ par une route quHui est propre, à des résultats 
qu'il croyait souveanx. 

En i8o5, j'ai trouvé les théorèmes qui font la bas»' de mon Mémoire. Je le* ai 
commmiiqnés à plusieurs géomètres célèbres «n France et en Italie ; en 1809 , 
habitant les iles Ioniennes menacées par l'ennemi, incertain sur l'aTenir, j'envoyai 
ce même Mémoire i l'Institat Royal de Raples ,- ainsi que je l'ai dit au commen- 
cement de cette Section. Dans sa séance du s8 mars iSl3'>..l'Iiutitut de France 
a reconnu l'antériofité de mes recherches et de leur publication , tout en coosacranir 
U légitimité des trarnix du s«Tant auquel jetais le pimier i vendre jutice, 

59 
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5o6 DÉVELOPPEMENTS DE GÉOMÉTRIE. 

• MÉMomE précédent^ sont îdenliqneB aT«c celles que Moi^e a données pour 
les projections des lignes de courbure de l'eUipsoïde » éqoatitH]» 
qu'il obtient en intégrant féquation des lignes de couii)are apréa 
l'avoir di^entiée d*abord pour obtenir une équation linéaire, 
^ojez feuille XXUI des Leçons d'Analyse appliquée , données à 
l'École Polytechnique. 

Reprenons dcœc la première des équations (i) qui sont celles 
des projections des li^es de courbure des sur&cee du second 
degré, Eûtes sur leurs trois plfUis principaux: 

ou 

Or qr = a' et pr = 6% 

On a donc d'abord . 

■jf—* „, _, 4'~P -,, I 

-tf-* H — p-^ — +■.. 

'En j sttlMtitua&t pour v , ^ , 4 * 1^*^^ râleurs données art I^ savoir, 

^ ^ ^ •1' I '^ 

«■= -, 4) — -j, 4— ^> 

et en Dou» rappdaat que les; denù-aoïes at, f , > de la nouvelle 
surface du seomd degré, sont liés aux demi-aaes a, i, c de la 
première , par les équations de conditioii 

a' — 0'=*' — 5-% t* — (:*=€' — y, c* — a*^X— a% 
nous aurons d'alxH-d 

4-4>---7— «-;ç-^ 

ce qui diMtne ioamédiAtement 
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THÉORIE. SECTION 11. 807 

«'—y* £. *i _1_ ^^^ ^—1^- V- MÉMOIRE. 

Multipliant par e^y l'an et Taotre membre de cette équation^ nous 
aurons 



Lorsqu'on fera dans cette équation xony égal à zéro , les valeurs 
T et X correspondantes seront c^es des axes des x et des y 
de la courbe ex^uimée par cette équation. 
Or il est évident qu'en divisant par €*, après avoir fait 

^ = o , on a — ~>X*i=:a*, 
et ensuite en divisant la même équation par a*, après avoir &it 

X ^ (f, on a - y ' ^ .Y'=g'. 
On aura donc entre les deux axes X , Y, cette relation 

et par conséquent , en vertu des équations de condition , 

(a).... —^—.X' p-.Y' = a'— 6'. 

MoBge, après avoir donné l'é^iation 

n*x* ± my* = m'n* 
pour la projection des lignes de courbure de l'ellipsoïde sur le plan 
des X, ff fiùt voàr que les axes m, n xaA liés «tr'efoc par 

réquation de condition 

m' =p An* ^ B% 

les grandeurs A , B étant 

-"' «'— ** 

"P'o-— c" 

On voit donc que les X et Y dé TéquatiMi (a) sont précisément 
les m et n de celte équation de conâiUon, lorsqu'on y met pour 
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5o8 DÉVELOPPEMENTS DE GÉOMÉTRIE. 

• MÉMOIRE. A et B leur Taleur. Notre équation des ligues de courbure est donc 
identique avec l'équatiou déjà connue. 

Il est iâcile de voir pourquoi Téquation 
m' :q= An' = B , 
.présente un doxible signe q=,' tandis que la nôtre ne Toffi-e pas ; 
a.% f ■ étant arbitraires, s'ils sont tous deux positiË , on aura d'abord 
le signe moins pour le terme contenant Y j mais si £■ est négatif, 
ce qu'on peut toujours supposer , puisque c'est une constante ar- 
bitraire, le terme qui contient Y devient positif^ et de la sorte , 
on voit que les surfaces du second degré nous présentent dans 
ce cas deux séries de projections pour leurs ligues de courbure , 
l'une composée de courbes elliptiques, l'autre de courbes hyperbo- 
liques : c'est ce que nous examinerons tout à l'heure avec plus 
de détail. 

Pour ne pas^nous arrêter trop long-temps sur le cas particulier 
des surËtces du second degré, avant de passer au cas général des 
surÊtces trajectcHres orthogonales quelconques, nous croyons devoir 
renvoyer à la note I , l'examen et la démonstration de quelques 
propriétés remarquables dont jouissent les projections des lignes 
de courbure en particulier , et celles des sur&cès quelconques ^ 
considérées dans toute l'étendue de ces sur&ces. 

ARTICLE V- 

Système général des surfaces trajectoires orthogOTKiles 
réciproques du second degré. 

Mettons l'équation générale (2) sous la forme 

et regardons les trois quantités a, byC comme des constantes 
arlHtraires. D'après ce que nous avons démontré dans notre pre- 
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mîer paragraphe, aia, b, c preiment succeseirement les râleurs v» mémoire. 
Aj € jy , telles que 

a»— ^ = *• — >', h*~c's=€* — >', c*— a* = y— *s 
toutes les surfeces du second 'degré qu'on obtiendra de la sorte , 
ou ne couperont pas du tout la surlace (£) , ou la couperont par- 
tout à angle droit. Il Ëiut voir quelle fonne générale ce système 
de suTËices doit prendre dans l'espace. Mais afin de n'avoir plus à 
nous occuper des conditions qui lient a, 6, c entr'elles, Êtisons 
o»— c* ^ m*, &• — C = n' ; par là l'équation (2) deviendra 

équation dans laquelle m , n sont des constantes définies , inva- 
riables , tandis que c est entièrement arbitraire : enfin , supposons 
a>h':>Ct d'où. m>n. 

Si nous Élisons c* infini, il &udra que m*+ c*, 7Z*+ c* le soient 
pareillement, et par conséquent aussi a et & : c'est l'ellipsoïde li- 
mite de l'espace. 

Si nous supposons ensuite qÊk c* diminue successivement, tant 
qu'il ne sera pas négatif, l'équation (2,) sera celle de l'ellipsoïde , 
qui diminuera aussi en tout sens. ^Lorsque c* deviendra nnl^ l'el- 
lipsoïde réunira ses Ëices supérieure et inférieure pour se réduire 
sur le plan des x,f, à la portion de ce plan , comprise par l'ellipse 

et le système des ellipsoïdes aura par conséquent rempli de ses 
points tout l'espace. Remarquons en passant la courbe 

limite des ellipsoïdes; ses axes 

am = 3/(0' — c") et an = 3/(4' — C) 
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3io DÉVELOPPEMENTS DE GÉOMÉTRIE. 

• MÉMoniE. goQ( les excentricités mimes, communes à tous les ellipsoïdes, ce 
qui veut dire que cette courbe a ses qu^ttre sommets aux deux 
foyers ccnomuns des grandes sections priacipales , et aux deux 
foyers communs des petites sectioas principales de toutes les sur- 
• Ëices du second degré du système. 

Si C après être devenu nul devient négatif, l'équation (S) 
deviendra 

Cela posé, si c, après être passé du positif au négatif en s'éva- 
nouissant, croit ensuite de plus en pins négativement , la, surfece 
(2.) d'abord réduite à l'aire plane environnant l'ellipse limite des 
ellipsoïdes , formera un hyperboloïde hyperbolique ou à une nappe 
(ta gorge d'une poulie nous' offi'e une forme analogue à celle de 
cet hyperboloïde). Lorsque c* sera très-petit, la goi^e de cet hy- 
perboloïde sesra très-rapprocbée de l'ellipse limite , et très-e7m;^i^c; 
au contraire, elle se dilatera de plus en plus , à mesure que c* 
croîtra, de manière que quand c* sera égal à n' = &•—€', l'hy- 
perboloïde à une nappe sera entièrement aplati sur le plan du petit 
et du grand axe , et Téquation (S.) deviendra celle de l'hyperbole 

m* — n' ? * 

hyperbole dont les sommets sont aux foyers des moyennes sections 
principales du . système , puisque la moyeime excentricité corn* 
mune est de ^ 

a» — &•= m' — 71% 

valeur de l'axe réel de ceCte hyperbole. 

Si c* croît toujours négativ^aent, l'hyp^boloïde deviendra ellip- 
tique ou à deux nappes : on peut s'en former ime idée , par exemple , 
en &isant tourner une hyperbole sur son axe réel , elle engendrera 
ce que nous appelons un hyperioloïde elliptique. 
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Dans ce dernier cas , réquation (S) deviendra v>u méhoibe 

(^ï)' • • • S^^7= ~ c*— n' "" ?" == ^■ 

C#iiypeTboloïde est aplati sur le plan du petit et du grand axe; 
c*cst la partie intérieure des branches de l^jperbole limite qm 
appartient aux premiers hyperboloïdes ou à une nappe ; l'autre 
partie de ce plan appartient aux hyperboloïdes à deux nappes. 
Remarquons encore que les axes de la courbe 



a cause que 

m* — n*=ia* — ft', n'^ft'— 'C, 

sont aussi les excentricités des sections principales sur le plan 
des *, z. 

Enfin, si c* surpasse de plus en plus n*, lliyperboloïde ellip- 
tique ouTrira peu à peu diacune de ses nappes en même temps 
qu'il les rapprochera Tune de l'autre pour aller les aplatir et les 
confondre enfin toutes deux sur le plan des je, z , ou des petites 
sections principales. Dans ce cas , la sur&ce du plan, tout entière , 
sera l'hyperboloïde à deux nappes , et la dernière limite de nos 
sur&ces ; car si c* croissait négatirement au--delà de m% l'équa- 
tion (2) devenant 



5 — :: =1, 



ce serait la somme de quatre grandeurs positives , et jamais elle 
ne pourrait être nulle. 
f^ Si nous considérons maintenant les ûotersections des sorfaces de 
ces divers systèmes , noos verrons que les hyperboloïdes à une 
nappe tracent sur les ellipsoïdes toutes les ligues d'une des cour- 
bures de ces eU^isoïdes , tandis que les elSpsoïdes à deux nappes 
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3i3 DÉVELOPPEMENTS DE GÉOMÉTRIE. 

V-* MÉHOïKE, tracent sur ces ibêmes ellipsoïdes toutes les Hgnies de leur seconde 
courbure. 

Nous verrons que les hyperboloïdes à une nappe, en traversant 
les surfaces ellipsoïdes , y tracent des courbes qui tournent tdMes 
autour de l'hyperbole 

m' — n' ''~~ "^ n" ' 

limite de ces hyperboloïdes; et qu'à mesure que les hyperboloïdes 
à une nappe s'aplatissent , à mesure aussi les courbes d'inter- 
section s'approchent de l'hyperbole des limites, sans pouvoir jamais 
la toucher que quand l'fayperboloïde s'évanouit et devient cette 
hyperbole même. 

Ainsi Phyperbole limite des (S,) et des (Sj) , partant des foyers 
des grandes sections principales , s'élève perpendiculairement au 
plan de ces sections, en traversant à angle droit tous les ellip- 
soïdes, et en marquant sur chacun d'eux quatre points autour 
desquels tournent et dont s'approchent de plus en plus les lignes 
d'une des couri>ures de ces ellipsoïdes. 

Si nous considérons l'hyperboloïde à deux nappes, nous verrons 
qu'au lieu d'être embrassé par l'hyperbole des limites, comme 
l'autre hyperboloi'de , il l'embrasse constamment, et s'en approche 
de plus en plus à mesure qu'il s'aplatit , pour se confondre avec 
l'aire même de cette hyperbole , lorsqu'il s'aplatit enfin tout à fsàt 
sur le plan des moyennes sections. 

Donc les secondes intersections des ellipsoïdes et des hyper- 
boloïdes elliptiques , tournent comme les premières autour de 
l'hyperbole limite : donc enfin, cette hyperbole marque sur chaque 
«llipsoïde , quatre de ces points singuliers qu'on a nommés ombilics, 
autour desquels les' lignes d'une des courbures croiseot celles de 
Taubre courbure, de 'manière à l'enclaver entièrement dans leurs 
Jsraïiche? , à le resserrer de plus en plus , mais sans pouroir passer 
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THÉORIE. SECTION H. 5i3 

par lui qQ*en réunissant à la fois en une seule , deux lignes de v»* hêmoibe. 
différente courbure, et les deux branches de diacune de ces lignes. 
( Cette courbe est ici la grande section principale. ) 

II est bon de remarquer en passant , cette singularité trèa-pi- 
quante ; les quatre ombilics séparent quafre parties sur la moyenne 
section principale de l'ellipsoïde; deux de ces parties opposées 
forment une ligne unique de plus ]^ande courbure , et les deux 
autres parties opposées^ une ligne de moindre courJïure. Les deux 
premières appartiennent aux hyperboloïdes à une nappe, les deux 
autres appartiennent aux byperboloïdes à deux nappes , et le point 
.ombilic est celui où les deux courbures deriennent égales : enfin , 
^ns ce point , les deux lignes de courbure qui devraient se couper 
à angle droit, ne sont que le prolongement l'une de l'autre. 

J'ai voulu développer ici, pour les ellipsoïdes , la maniéré dont 
notre système général de surfiices décompose les formes des sur- 
&cea individuelles qui le constituent ; et montrer , si je puis parler 
ainsi , avec quelle perfectiixi il dessine et caractérise la forme des 
lignes de courbure et des éléments qui leur correspondent 

J'aurais pu feire voir avec une égale facilité , que les byperbo- 
loïdes àdeux nappes ont pour ombilics^les pointa où Fellipse limite 

-ï H- î^ := 1 les traverse j au moyen de ces points , j'aurais dé- 
composé la gjrande section principale de ces byperboloïdes en six 
parties , dont les deux intermédiaires auraient appartenu à la plus 

grande, et les quatre autres à la moindre coiur))ure, etc ; et 

par là , j'aurais montré que l'byperboloïde à deux nappes on ellip^ 
tique est , comme Vel/ipsotde, doué de quatre. ombifics , tandis 
que l'byperboloïde à une nappe ou hyperbolique , n'en saurait 
avoir aucun. - ; - : 

Ces propriétés des ellipses et des hyperboles limitas foumiss^t, 
comme on voit, un moy^ très-simple de déterminer imntédiater 

4o 
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î,4 DÉVELOPPEMENTS DE GËOStÉTRIE. 

Tm héMOBO. ment ieâ ODdûUcs d*iine sorfaoe da secmâ de^ , rapportée à ses . 
plans princ^iix. ( Voyez la note IV du Ifémoire précédent ) 

ARTICLE V. 

Da système des surfaces paraholoïdes trajectoire^orÛiogoTtaJes. 

Jusqn'id noat avons supposé qne les diverses stu&ces du seccmd 
degré dont sons ootrs sommée occupés , avEÛent km* centre ràp* 
porté à l'oiigine des coordonnées j cependant i! est un genre de 
BùrËices d|{ second degré qui ne peut se prêter à cette hypothèse ; 
c^est celui des par&boloïdes. On sait en effet qne le centre de» 
paraholoïdes se troirre toujoars à une distance in&oie du point le 
plus près de la smrfoce à btqaeUe il appartient. 
- Gomme on n'a point encore fut connaître la &nne et la natore- 
iles lignes de courhwe des paraholoïdes , nous alloos les déter- 
niiner en employant pour cela notare xi^thode des sur&ces tra- 
jectoires orthogonales. Nous coa^ktterons ainsi tout ce quil est 
posaihie d« dire sur la génératiou dés lignes de onsiiure des sur- 
,&oe8 du second degré. Enfin ^ par ce nouvel exemple , b»us nous 
^taùUariaerons encore plu4 avec ces systèmes généraux de troB 
groupes de surfitces , tels que les sur&ces de chaque groiqte sont 
coupées à angle droit par toutes tes surfaces des deux autres groupes, 
«t coupées suivant leurs lignés de courbure. 
' Avant ffaller plus kùn , oheerrons que les paraholoïdes du second 
•degré-prëeentent, ainsi que ks hyperboloïdes , deux Tariétés bien 
-distiaotes : quoique ne poissent jamais avoir qu'une senle nappe ^ 
ils peuvent être, comme les hyperhoIoVdes , elBptiques ou hyper-r 
holiques , soivsoit que leurs deux courbures sont dirigées dans k 
même sens ou en sens opposés. 

■ Dans le parabolotde ellipUque, toutes les paraboles qu'ilest pos- 
ti!)k de tracer sur la sur&ce, ont leurs bmnches tournées d^ui même 
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côté de Taxe, et FéqualiDD àb k $aAcé sHèsh Rxrm» - v** BifcHoiBK 



Alors les distances de Forigise éhix fiijQrs de* deux seccious 
principales , sont respectîrement -~— . ^ ' ■, tandis qoe la 
distance du sommet de U «urfitce anx £i^rs de .QCs- .sections , est 

sa ' 8»' 

La seconde espèce est celle où le paraboloïde étant hyperbolique , 
a ses deux sections principales dingjes en sens contraires et oppo-^ 
sées au sommet. Far conséquent son équation prend la fgiipie 

. $+"w^+Ç. ■ ■,^,;^^ 

et les distances de rof%|Qe; ajtt fojea se^t :F«iq>^^yQiiien^ 
"'flô'^ ' °'m '^ ^' TJsiHe qu'ici les distances da ^œo^ de ïai 
sur&ce aux foyers sont respectÎTement —- , ^^ j ce qui nous 
montre que le sommet de la parabole est placé entre les foyers 
de ses deux sections principales. . ' ■■ 

Ainsi le caractère géométrique du parabolbïdâ -efliptique , c'est 
d'avoir .ses deux foyer« principaux d'un même côté de l'axe, cela- 
tivement au sommet j et le caractère du paraboloïde hyperbolique^ 
c'est d'avoir son «i>it|ipet constamfuent entre se^ deux foyers prin- 
cipaux. Passons ^aiptenant à. lît formation da systéme^genérat de 
trajectoires ortj^ogonalûs par^olojfde?,.. -,^ ., ;,, 

Prenons l'équation r;' ' ' 

.. [2.];:: r.,r-- +>"*:.? .=^''i_^ 
qui est susceptible d'appfurtenk.à tous les paraboloïdes possibles ,^ 
par la variationdés sigdee et de la.graudënf dÔTà-^^ , c. L'équatibil 
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5i6 DÉVELOPPEMENTS DE GÉOMÉTRIE. 

VxHftHOlRE. générale du plan tangent à cette sorface sera 

X, T, Z étant les coordonnées courantes du plan , et Xj y y s 
celles du point de contact. Soit maintenant 

réquation générale d'un second paraboloïde. Nous aurons aussi 
»Z , vY , X * 

pour Véquatiou générale du plan tangent à cette surface. 

Si donc nous voulons e^rimer que [£,] et [£,] se coupent 
partout à angle droit, il suffira de multiplier deux à deux les coeffi- 
cients correspondants de X, T, Z dans les équations des deux 
plans taagients , et d'égaler à zéro la somme des produits. Cette 
opération conduit immédiatement à l'équation de condition 

. . .: ^ + -ïS-+^=o,. 

ou 

;«'•■• ■^■»•^-'#^r•+>=.o... 

Miaintenantj puisque les snr&ces [£,] et [SJ se coupent partt>Tit 
à angle droit, si, nous éliminons x des deux équations qui les re- 
présentent , l'équation résultante et celle dé 'condition (c) devront 
être identiques; or i pour opérer cette élimination; il suffit de tout 
multiplier par a dans [2,] , et par et dans [2,], on ■ aurai ensitite; 
par une simple soustraction^ '' 
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Comparant cette équation à çeOe que nous venona de trourer v»* h^oibe. 

(c).... ^..z-+-^.r+i=o, 

leur identité conduit immédiatement aux résultats suivants : 
I'. OA = ~ , ou a«' — a'et = oj-'— «c*, 

ou a(a'— >.') = *(û*— c')î donc t^ = ^^- 
H'. G*^=—;^z^ ' °° a*» — c'assaC' — ao*, i 

ou a(ci'— €")*:«(a'-^)i: donc. î^=:^=*r. 

Or , d'après ce que nous .avons ë]q>06é préliminairement sur les 
èurËtces paraboloïdes, les quantités '^-^^ , - " ■ sont les diâtauceît 
de rorigioe fiax foyers des grandes sections principales ( x , ^ ) des 
sui&ces [S,] et [Z^ : donc, premièrement, ces foyers 8ont;iden- 
tiqaes. De même , — ~ - , — ~- représentent la distance de ^or^ 

gine aux foyers des petites sections principales (x, z) de [S,] et 
[Z,] : donc, secondement, ces foytx% sont identiques. Dohé éi^î 
la seule condition nécessaire pour que deux paraboloïdës'^e céil^emi 
partout à angle droit, c'est qne le foyer de cfaacuae deleurssec- 
tions principales correspondantes et le sommçt de ladurfiice, scient 
respectivement les mêmes. . 

Passons maintenant' 4 ^ discussion de l'équation générale 

dans laquelle «j € , .y. sont liées arec a,byC par les, de^x équa- 
tions de condition 
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v»" MÉMoniE. qui laissent par «ottsëiptéat Onfe dès trois constantes *, € , y 
entièrement arbitraire. 

Supposons, pour JBxer les idées ,-€*>>*, et regardons >* comme 
la constantearbitr^ire. Tant qpe y aéra positif, les deux foyers de 
[2,] seront placés à gauche dU sonunet , ainsi que nous TaroQS tu 
plus htmij^oQ, ce qor retient au «sème, le senmiet sera placé en 
dehors et à droite des deux foyers principaux ; il {^ipartiendra 
donc au paraboloïde elliptique , et tous ces paraboloïdes elliptiques 
formera ua4[>Femi«r groupetfue nous représmterons aiosi, 



.3,].... ,^+i;+?=-. 



Il est tisiUe enccNTe que ^Itaa le stmanet s'éloi^era des fojers , 

' plus a augmentera j-aibsi ^tie € et 7,} et ces premiers paraboloVdes 

qui remplù'ont de leurs points tout l'espace jusqu'à l'infime ne 

pbuïiV^iSt se couper enb''eux'j car dans Té^uation de Condition da 

leur ititerisection 

. M-- .^•«•+w-J"+'=<'. . 

t«UH;le»iterm.es8ont aloraoéceseaiteisent poôtifi; et cette équation 
pe peut, par conséquent, rien -ngnifier de réel. 
. En fiiisaut «isuite >-* = o , il Ëiudra que 2 siqQ, ti'eat ^équatif^ 
du plan des x,.jr : râ|uation [S,] derient alors 

c'est une parabole horizontale Hmite de» paraboloïdes , tournée 
Ters les x négatif , ou vers la gauche. Le Sommet de cette courbe 

a poUr' rfisoase x.=t — ( A ëtailt la valeur de a lorsque > = o). 

Mais dans ^^~^ = '''~'^ , lorsque ^fcso.. . . . « =a 5^=^. Donc 

le sommet de la pai^te limite, placée dans le plan des fc,^, 
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est sa foyer n^me des sections ptmcipiales des z et x. On mon^ y^ némoho: 
trerait arec une égale &cilîté, que cette partcbolea pour foyerméme, 
l'autre foyer du paraboloïde. .D'ailleurs c'est la conditiui généndo 
à laqa^e soat assujéties toutes les dérivées de réqaaUon(2,)so, 
dont la parabole linùte [i] s= o n'est qu'un cas particulier. 

Si y* continue de décn^tre après s'être érânoui, il deriéndra 
U^tif, et fé^nation [ZJ prendra cette noarelle forme 

c'est l'équation des paraboloïdes bypeiiwliques (de ceux où fe 
9oniniet est entre les deux foyers); et l'équation [2,] conservera 
cette forme tant que Ç', par la diminution continuelle de >% ne 
sera pas derenn nul,. et ensuite négatif. 
. JLorsque C* s'évanouira , [SJ se réduira à 

w.... ^=1 + ^;-.,. 

A" étant la Tadeor de « Iors<tae £*= o. Mais dans 

«*— P a'— t* 1 , —A" '^7'^ • 

l)onc la Gmite des paraboloïdes hyperboliques qui forment lè 
second groupe de nos trajectoires orthogonales; cette limite , dis-je, 
est une parabole verticale dont le «>mmet est au foyer commun 
des sections principales horizontales, tandis que son foyer est 
aussi celai des sections Terticales X, z, puisqu'elle est eUe-mémt 
une des sections principales du système. 

Supposons enfin que €' s'étant évanoui, continue à diminuer, 
et devi^ne de plus en plus grand n^tirement ; l'équation [SJ 
'se transl^Hiaera en celle-ci , 

(20"" 3^=1+^ + 7=. 
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5ao DÉVELOPPEMENTS ÛE GÎÉCQCÉTRIE. 

T«« HÉUoBœ. équation dapàrabolôïde' de première espèce, mais dirigé vers ta 
droite , tapdis que les paraboloïdes de ce genre, mais du prunier 
groupe , scHat dirigés rers la gauche. 

< Ainsi donc, I'. le sommet des diffêrents paraboloïdes du système 
général peut être adroite des foyers communs de leurs sections 
principales j alors tons les paraboloïdes sont elliptique^ ils s'éten* 
dent tous à l'iofini vers la gaodie , et ils remplissent exactement 
l'espace de leurs points. 

II'. Le sommet avançant constamment de la droite vers la gauche, 
arrivera entre les deux foyers communs à tout le système ; alors 
tous .les paraboloïdes sont hyperboliques, la section principale 
du foyer encore à gauche , s*étend par conséquent encore à TinSni 
vers la gauche , tandis qu'au contraire la section principale du foyer 
passé à droite , s'est tournée vers la droite, 911 elle s'étend a. 
l'infini- Tons ces paraboloïdes hyperboliques forment ensemble 
un second groupe qui , CQUtme le premier , remplît de ses points 
tout l'espace. 

III'. Enfin , le sommet des paraboloïdes avançant toujonrs de la 
droite vers la gauche, laissera les deux foyers à droite, et se 
trouvera à leur gauche; alors tous les paraboloïdes'redeviendront 
dlipliqUiesj ils s'étendront de même à l'infini, mais vers la droite, et 
ils formeront im trobième groupe qui, comme les deux premiers, 
remplira tout l'espace de ses points. 

D-'aiUeurs les paraboloïdes elliptiques , premier groupe, étant 
supposés séparés des paraboloïdes hyperboliques, second groupe ^ 
par une parabole horizontale, celle-ci a a<»i sommet au foyer 
commun des sections veiticales , et son foyer au foyer des sections 
dont elle-même Mt partie. 

Au contraire, les paraboloïdes elliptiques, troisième- groupe, 
sont séparés des paraboloïdes hyperboUques , 8ec<xid groupe , 
par une parabole VerJJcâle ayant son sommet au foyer coiqinun 
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des sectÎQDS 'horizontales , et son foyer au foyer des seetions v>*MÉHOaC 
rerticales. 

Cette dernière parabole sera le lieu des ombilics de tous les pa- 
^aboloïdes, premier groupe , comme la première parabole le sera 
pour tous les paraboloïdes du troisième, groupe. Les paraboloïdes 
hyperboliques ne pouvant jamais aroir d'ombilics, n'eu ont point 
Dou plus d'indiqués ici. 

Après avoir exposé dans tous ses détails la génération des trois 
groupes de surfeces paraboloïdes trajectoires orthogonales, il nous 
resterait à prouver que ces surfiices se pénètrent suivant leurs 
lignes de courbure. C'est ce qu'on peut Ëûre immédiatement par 
la méthode de l'art. II. Dès-lors on verra I*. que les lignes de cour- 
bure du paraboloïde elliptique sont, en projection, des paraboles 
sur les deux plans principaux , et des ellipses ou des hyperboles 
pour la projection d^ lignes de l'une et de l'autre courbure 
sur un plan normal à Taxe ; n*. que les lignes de courbure du pa- 
raboloïde hyperbolique sont des paraboles dans les deux premières 
projections , et des hyperboles dans la projection sur un plan per- 
pendiculake à l'axe. 

Reinarquons que l'examen de notre système ne nous donne pas 
isolément les propriétés relatives à la courbure chine senle variété 
de» paraboloïdes, mais bien des deux espèces à la fois ; de même 
que dans la recherche des lignes de courbure des sur&ces du 
second degré ayant un centre , nous n'avons pas trouvé se^ement 
les propriétés de la courbure des ellipsoïdes ou d'un genre d'by- 
perboloïdes séparément. Car un seul et même système de sur- 
làces trajectoires nous a £tit connaître à la fois les propriétés de 
la co:uri>ure des trois genres de surfiices du second degré ayant un 
centre. La connaissance de l'undecés genres a pour ainsi dire reflété 
sa lumière sur la connaissance delà nature des deux autres. C'est 
U certainement un des plus grands avantages de la *méthode que 

■41 ■ 
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3a> DÉVELOPPEMENTS DE GÉOMÉTRIE. 

* MÉMCHAE. DOU6 BvoDS cmploy^c. Mais il fitid; £iire voir maintenant ^'elf« 
n'est pas due à la rencontre fortuite d'un cas plus ou moins heu- 
reux ; et qile le traitement de ce cas n'est que la conséquence d'ilne 
tbéorib gàiéiale , également applicable à tous les geitfe* de surËicc^ 

8 n. 

DBS SVATAGES TBAJEOTOIBES ORTHOGOHAlfS D'UN VESBi ET DUBS 
FORME QUEI^ONQUES. 

ARTICLE PÎIEMIER. 

iJes condiUom d*otth>gonalité ou d'or^otomie , exprimées 
par dés équations auic di0renheiles partielles du premier 
ordre. 

Cette propriété ceiutéïite qtt^>nt les fnr&ceb da second degré , 
d'étte coupées suivant lenl*» li^es de courbure dès qu'dles sont 
comprises dans un des trois groi^ics da sjvtém^ de trajectoirer 
orthogonales j cette propriété , dis-je , n'est point partiooliére à I9 
Ëimille de sur&ces que nous Tenons d'examiner. Le même théorème 
s'étend également à toutes les formes poseibtes , et Toiâ kon énèticd 
le plus général. 

Si les surfaces (S,), (S.) , (Sj) sont apposées se cou^r deux 
À deux à atigle droit dans tfniB les points de leurs intersecliOûB ; 
si de plus elleft dépendent tbiites Irras de la valeur abeotue d'un 
même élément « ; (f^nd cet « prendra stocceseâvémetit dirersea 
valeurs v.'y a", «"', etc.. .«, tes trois bur£kces diangeant k la fin» 
de focme et dé position dans l'espace , se tnt&bfi»t;fii<ârotat eu 
àntânt de nouveaux grwipes de tr<»B snrËice» (8^/, (S./, -(St)' ; 
(8.n (S.)", (S.)"; (3,)% (S.r, (Ss)'", etc 

Cela posé , 'si toutes les (S,) sont coupées à angle àroit par toute» 
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les (S.) et par tootea les (S,) , dans lonle l'étendue des traces mar- v~ héuoub. 
quées par celle&rci sur les premiéree. 3i de même les (S.) et lés (Sj) se 
pénètrent constamment à angle droit; alors «c Tintersection des (S,) 
et des (S.) présentera à la- fois le^ Ugqes d'une des courbures des . 
(S,) et des (S.) ; l'intersection des (S,) et des (S,) présentera les 
lignes de la seconde courbure des (S,) et de la première des (Sj): 
enfin, Tinterseçtion des (S.) et des (St) présentera les U^es de 
seconde courbure de ces deux dernier^ groupes de sur&ces.» 

Four démontrer ce principe général , noua allons d'abord expri- 
mer aD9l7ti<[uemept <^e les sui^ces d^ diffîrents groupes (S,), 
(S.) , (Sj) se coupent à angle droit, par 1^ moyen d'équations aux 
dififêreptielles partielles du premier ordre. 

Ces premières équations ne nous apprendront rien de particur 
lier^ il est vrai; mais en passant, par leur moyen, aux difTéreor 
tielles partielles du second ordre , les nourelles équations de con- 
didon qui viendront s'offrir à nous, considérées isolément, seront 
précisément celles des lignes de courbure des (S,) , des (S.) et des 
(S,); ce qui présentera la démonstration générale du principe qae 
nous venons d'avancer. 

Soient donc trois systèmes de aqr&ces(9,)> (S.), (S,) récipro- 
quement orthogonales ejt de la fonop 

i'C«»^i2)»)=o, /(*,/,!, çr«)=o, f(?C,J',2,4^)ï=0, 

«ft et -^A étant des fbnctions arbitraires dont la nature est don- 
née par l'orthogonatité même des surfeces de différent groupe. 
Il est évideat qa'ep sa^^posant x , / , z déterminés dans ces équa- 
tions , c , ?RE, i|«ft le seront pareillement ; c'est-à-dire , que pour 
chaque point de Feqwce on pourra trouver trots sur&ces 
du sjatèoM complet que nous considérons, (S,) , (S.), (dj), qm 
se couperont «i ce point à angle droit. Réciproquement aussi , 
«n jregardaDt x^ y y z comme des fimctions de «, 7ra,-4<^> V^^ 
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• MÉMOIRE. ™ie TaJ«ur particulière de «,de'T et de 4 î « ,\y , z seront de'tef- 
minés ; ils représenteront les points commUns aiix trois sttr&ce» 
individuelles correspondantes aux valeors particulières de et, ta, 
•^A , que l*on considère. Cela posé y soient les équations diflëreotielles 
partielles du premier ordre 



(I).,, 



!dz =: p'dx + q'dy 
dz = p"dx 4- q"dy 
dz =p"'dx + q"'dy 



de 


f (8.) 
{ (S.) 
( (S.) 


Jg'-. 
df = 

dq": 


= s'dx + t'dy. 
= ^'dx + t"dy. 



= r'dx + s'dy; 

(II).... !di^' = T"dx+^'dy, 

{dp"' = r"'dx +s"'dyi 

les équations difi^rentielles du second ordre des mêmes sarfoces 

(S.).(S0,(S3)- 

Fuisqne les trois sorfiices générales (S,), (S.) , (S,) doivent se 
couper deux à deux à angle droit, on aura d'abord (MoDge> 
prçiçâ^es feuiUes d'Analyse )» 

+ P'P" + Ç'î" = o 7 

. -{-p'y + qy = 0. 

Ces équations de condition sont aussi celles que I^grange a 
données dans on BdJémoire inséré , si je ne me trompe ^ partaoi ceux 
de l'Académie de Berlin. ; 

Mais le problème ainsi nûs en.éqoaticm, est prus que déterminé. 
Poiff que le système de ces trois équations puisse réeUement ap- 
partenir à trois séries de surËtces trajectoires orthogonales y nous 
allons faire voir qu'il &ut de plus qu'eUes satisfissent à trois autres 
équati<ms aux dififêrentielles partiales du second oràrt. Or » aioaî 
■que nous l'avons avancé déjà, ces nouvelles équations sont pré- 



(III).... 1 1 ■ 
1 1 ■ 
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dsèment celles des lignea de courbure dés trois groupes de sur- 
fices trajectoires orthogonales. Ce sera l'objet, de l'article suivant. 
^ Pour concevoir par la géométrie , quelle est l'Influence de ces 
équatioiis du second ordre , qui nous apprennent ce que les équa-' 
tions du premier n'apprennent pas, observons que quand trois 
groupes ou séries de surËiçes se pénètrent à angle droit , elles 
présentent trois séries d'intersections qui 86nt des lignes trajec-- 
toires pareillement orthogonales; c'est ce que nous avons appelé 
les orthotomiques. Si donc on mène en chaque point d'an pareil 
système, trois plans tangents aux trois lignes qui s'y croisent 
prises deux à deux , il faudra que les trois équations de condition 
du premier ordre soient satisfaites ; et dès qu'elles le seront , les 
lignes trajectoires se couperont à angle droit. 

Mais il ne suffît pas que les lignes des trois séries de lignes 
trajectoires se coupent partout à angle droit, pour qu'on puisse 
les supposer placées sur des surfaces trajectoires orthogonales ou 
ofthotomides **\ C'est donc cette dernière propriété que doivent 
exprimer les trois équations aux difîërentielles partielles du second 
ordre dont nous voulons connattre la vraie signification. 

Dans la filiation de ces idées, on doit reconndtre celles de 
Monge, sur les équations qui ne satisfont pas aux conditions 



C*) Ainsi , par exemple , si noua conceroiifl qne sur nu spb^ïde , on tracs 
un aystême de trajectolrea orthotomiques , autre que celui des parallèles et dés 
méridiens , puis toutes les normales de ces sphéroïdes ; en alongeant on en 
diminuant d'nne qnùtité constante tontes les normales à la fois , on formera une 
infinité de sphéroïdes. En traçant sur ces noureaux sphéroïdes, de nooTelles tra- 
jectoires ortii(^nales , elles formeront avec les premières et toutes les normales 
communes, un système de lignes trajectoire ordiogonales à trois dimensions. Ce- 
pendant on ne pourra former avec elles ancnn système de surfaces trajectoires 
orthogonales ; car les normalea sont alors les intersectioas de deux systèmes de 
snxfjices gauches qui ne sauraient n conpei partout k an^e droit 
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y-i HÉHOIKE. d'iotégraliilité , et qui dèâ-lors ne pouvant plus appartenir à des 
surfaces , appartiennent à des lignes courbes. Seulement, ici , au 
lieu d'une seule équation dM% différenUelles partielles, nous arons 
trois de ces équations liées à trpis séries d'un même système dtt 
lignes ou de sur&ççs. 

ARTICLE U. 

De^ conditions d*or^o°onalité ou d'orihotomie , exprimées paf 
- de^ équationt aux difërentielles partiel/es du second ordre. - 

Supposons maintenant que du point Xf y^ % correspondant à 
trois surfaces trajectoires quelconques, on passe arbitrairement au 
point infiniment voisin x-h^tj+^y» z+Aï tonales coefficients 
difTérentiels varieront à la fois , mais d^ mfUii^rç quç les équations 
de condition entre (S,) , (S,) , (Sj) ne cessent pas d'avoir lieu. 

Supposons de plus qu'au lieu de passer du point x , ^ ^ z au point 
x-t-Jx,j+Jy, z+Jidans une direction absolupaent arbitraise, 
nous marchions sur l'intersection des sur^ces (S.) et (Sj). Il est 
évident que les trois surfeces (S.) , CS.)»(SJ se coupant en jc,^, z 
à. angle droit, l'intersection des surfôces (S.) et (Sj) ser^ normale 
en ce point à la surËtce (S,). Mais d'ailleurs les équations de cette 
normale sont 

(Z— «)y+X— *==o, 
(/-z)î'4-T-J'-oi 
«t elles doopeiM * 





= 


-f' 




= 


-î' 



d'où 






Ces Taleurs de ^r * ^ seront donc celles de t^ f ^, et tont ren- 
trera dans le calcul or^naire des diflerentielles partielles. Obsel^ 
vous maintenant que quand nous passons du point Xj y^ z an 
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point X 4- àtty-^dy^t-^riz placé eur l'intersec^on des surfaces v>t mémoiae. 
(S.) et (Ss) , C6S deux sur&ees ne cessent pas de ee pénétrer k 
" engledroit : donc alors l'équation 

qui jnarqae cette ôrthogo&àfité , ne doit pas cesser d'avoir lieu. 
Donc aussi nous aurons 

équation où dp" y dq"y dp"'j dq'" doivent être prises relativement a«t 
rfXjC^jÉfedontlesrappcftls^,^ sont liés entr^eux par les rela- 
tions qu'a fournies l'équation de la normale à la surTace (S,). 
Mais en vertu des équations (H), cette équation devient 

Or , ^ ^ ^ est la condition pour que ctette équation indique qu'on 
marche sur la normale de (S,): divisant tout par d!x, substituant eI^- 
suite ^ au lieu de ^ , et multipliant après par ;>', il viendra donc 

équation qu'on peut mettre sons ta forme suivante, 

Siaulienilemarcfaer'sûrl'iQtërâectidnde(d,) et(9i), j'âVaismaivhé 
sur l'inteivection de (9*,) et (83) , fl est visible que j'aurais obtenu une 
équation de condition eux dïHërtatiellês partielles secondes , sem- 
blable à celle-d^et identique avec elle, en j changeant les signes 
(') en ("), et réciproquement. De même encore, si j'avais coor- 
donné les dx, dy, dz de manière à marcher sur l'intersection (S,) 
et (S,), j'aurais obtenu une équation identique à la première, en 
y changeant les (')feD ('"), et réciproquement; et identique 
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v»» MÉMOIRE. avec la seconde, en y changeant les (") en ('"), et réciprotpie- 
ment. Donc, enfin, en eSectuant ces diverses transmutations, 
nous obtiendrons aux dii^érentieUes partielles secoiides, les trois 
équations de condition suivantes: («)■... 

''•/'>'+ ''O'^'-HVl + '"■ 9'?' +>'-?>'+ >■' Cp'î'-K'/''] + 1' Vq' = o , 

Remarquons maintenant que dans ces équations, les trois premiers 
termes de la première , sont identiques avec les trois premiers de 
la seconde; les trois dermers de la première avec les trois premiers 
de la troisième équation ; enfin , les trois derniers de la seconde 
avec les trois derniers de la troisième équation. U suit de là qu« 
ces équations peuvent être mises sous la Ifonue 

A"'+ A"= o , 

A"'+ A'= G, 

A"+A'=.o, 

A', A", A"* représentant les parties de ces équations où se trouvent 
(r', *', é' ) , (r", f", €' ) , {ji"\ *"', (* ) ce qui donne immédiatement 

A'= o, A"=: o, A'"» o. 

Substituant pour A', A", A'" leurs premières valeurs , nous aurons 

(l'.ff"^ s' (fr-h q"p"') + ''-SV" = o, 

(A)... |r"./>'i»"'H- «" {pY + q'p'") -f- f-qY = »» 

{r"'.py + s'" (p'f + q'p" ) + f'^Y = o. 

Si nous observons maintenant que les équations des normales 
à (S,), (S,), donnent respectivement en se et j, 
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ce seront los équadons de la projectkm de ces trois normales .v» n^ontt, 
sur le plaD des Xj y^ et en Ëtisant 

les trois équations (A) deriendront 

Or ces équations sont précisément celles que nous arons trourées 
pour l'e^ressicm des tangentes conjuguées [ second Mémoire , 
S II, art I]. Voyez aussi \a paragraphe suivant Cette observa- 
tion seule sufiîrait déjà pour nous convaincre que les intersections 
rectangulaires des sur&ces b^jectoires que nous considérons , sont 
les lignes mêmes de courbure, de ces sorËices-. Mais nous allons 
nous élever directement à cette dernière conséquence." 

En reprenant les équations (III) , art précédent, il est évident 
que la seccode Qous donnera 

- -1 =■/!>" +îV 

et I«s deux autres , 

+ ' = (yy+îV ){/>'/>'" +îV°)i 

et par conséquent , 

fr+<i'i"'+ip'P'+H')ip'i^+^i')'=o< • 

ou 

Si dans cette équation nous substituons pour ^, % leurs rakors 
' 4 ^t 'P ) "^ovA aurons 

£a combinant cette équation avec la première des équations de 

43 
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T^MÂHCHKE. Condition (IV> qu'cotTîuoe l'orthogooalit* des Surfecc», 
r'+j'(<p + 4) + ï'^4t=o; 
en éliminaDt -^ pu- son moyen , et st^stituant pour ip sa râleur 
^ , nous aurons immédiatement 

c'est réquation des lignes de courbure que Mcnge a donnée d'abord 
dans son Mémoire jsur la théorie des déblais et des rembl^ , puis 
dans ses leçons à l'École Polytechnique. ' 

' On Toit donc enfin qoe les courbes d'intersection des sorËicés 
trajectoires ordiogonales , sont nécessairement des Ugnes de cour- 
bure à la fois sur les deux snr^es dont ettes sont respectivement - 
les communes intersections. 

Si nons supposons maintenant que les snriàces d'un dès groupes 
soient données ; les (S,), par exemple j les Valeurs de p'iq', r', /, f 
le seront parnllement On substituera ces valeurs dans les équa- 
tions de condition du premier et du second ordre que nous arons 
trouvées, et ce sera alors l'affîiire du càloilintégrataux difieren- 
tielles partielles , de remonter aux fonctions primitives, dts < (B,) 
et des (Sj) : on pourra le Ëiire d'une infinité de mamères, ce qui 
présentera une infinité de systèmes de trajectoires orthogonales 
différents. Mais je ne m'étendrai pas sur ce sujet, ptûrce que je 
me proppse d^ revenir par la suite. 

ARTICLE lil. 

Des surfaces développahles trajectoires orthogonales des 
surfaces quelconques. 

Une chose extrêmement remarquable ^ cPest que ks équations de 
«onditioa (C) , équivalentes à celles («), ou (A), ou (lY), coûtiennent 
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respectivement p, q', l'y *', t, oup", ç", r", *", t\ oap^, 4f^ r"', 5^, tl" v- némouk 
isolés. D'où résulte cette coosisqiienoe c quels qufi sttient les sys- 
tèmes de trcy'ectoires orthogonales dans lesquels entre ^ne sur- 
face donnée , toutes les courbes de trajection tracées sur elle 
par lés surfaces de '^ux groupes étrangers_ à cehU gui lacoa- 
tient;ees courbes , 4n-')e, sont constamment les mêmes, et par 
eoméquant elles ne dépendent que de la naùtre de la surface 
donnée. Examinons de plus prés ce que peuvent être ata coari>ec 
qui tieimeat aux tra)ections ortfaogoiud» des «oliica, et les 4é- 
tcrmment aiosi, san» cepepdj^t en dépen4re). 

Si nous supposons qu'un des systèmes doive être composé de 
sorfeces développables , il est ^cile de voir que les arêtes de ces 
surfaces' seront les normaleâ des surfeces d'un des deux autres 
systèmes , du prenùsr « {lor «x^qple. - - 

Supposons en e^ que les sur&ccs (Sj) doivent être des surSices 
développables, condition qui, <iomme on sait, exigera que 

c'est FéquatioD de la projection horizontale des prêtes. Mais cette 
même coiidîtion rend la trôiuème équation de condition («), 

décomposable en deux bcteuis 



(''"+^"x)(» + ^+) = o. 



équation qui poumdt are satis&ite en égalant à zéro Fnn ou Patitre 
ËLCteur , sans cesser dé douner-poiu: ^- la même valeur j mais x 

et «^ De penvéBt être identiques que pour quelques points, ou 
pour des positions particulières du système-général ; donc un seul 
de ces acteurs doit être nid , &, TîRdreiestè arbitraire. 



y Google 
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* MÉMoœE. Soit taaiutenaDt 

7^'-f-«"'X=so d'où x=s — J=^; 

Prx=^^ = ^ çstila prpîectiQQ horizontale des ncninales aD:^ 
sor&cée (S, ) : donc , . prennàreiaent ^ si l'un des systèmes est com^ 
posé de surfaces dépeloppahles , les arêtes seront nécessairement 
nornicdes aux surfaces de l'un des deux autres groupes (ar1id« 
précédent). 

D'an autre e^^ la grandeur ?^ étant lia même dans les drâx 
dernières équations de condition (IV) , l'équation % — ^= o sera 
celle de la projection horizontale de TintersectioQ des sur^ces (S^ 
et (S,). Mais lorsque les surfaces (S,) sont dévïloppables, 

_X = J = f et x-È = o ■ 

est réquation dififêrentîeUe des arêtes des sur&ces (S,) : doncaloi^ 
les communes intersections des surfaces (S.) avec les (S,) sont 
précisément les arêtes de çesdemières : ce que d'ailleurs nous 
aurions pu conclure immédiatement du théorème précédent. 

Puisque l'équation x — ^=?=X +-^=qdoita7oirlieuèninême 
temps que ?"+*" (^H-%) + /"^=o dans toute l'étendue d« 
chaque arête de8(S,),fl feudra que ^ ^e puisse varier dans cette 
équation, quelque râleur que 9 puisse prendre. 

Or, cette condition exige d'abord que la partie y^'-f ffx, qn» 
contient p dans l'équation précédente, ne change pas, quelque 
Taleur que. prenne 9", ce qui ne se peut qu'en âisant 

Il &ut. donc aussi que Vautre partie de la-nême éqnatÛMisott 
nuUe d'elle-même et qu'on ait 
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Ces deux conditions réunies donnent, en éliminant %, r"t'^^-tf"'=o^ 
équation qui mon^e que toutes les sur&ces (S.) sont aussi 
développables. (Yojra Mémoire III^ artlll, pag. i56.) . 

Enfin , ces conditions n'influant en rien sur les valeurs absolues 
de f» et ^^ , la {ffemière équation (a) conserve toute sa généralité , 
et réquation (C) qui n'en est qu'une conséquence , restant toujours 
la même, représente aussi toujours les mêmes lignes sur la sur&ce 
(Si) qui n'a pas cessé d'être quelconque, et dont ces lignes sont par 
conséquent celles qu'on est convenu d'appeler lignes decoMrhure : 
- d'où résulte ce théorème : « non-seulement; les normales d'une 
8ur&ce , peuvent former une suite de surfoces développables , mais 
toutes ces premières dévek>ppable^ sont croisées à an^e droit par 
on second groupe de surËices pareillement développables , et les 
courbes bra)ect(Hres orthogonales (C) [article précédent], sont 
précisément les traces imprimées sQr la surËtce primitive (S,) par 
les surfaces développables de ses propres noi'males. » 

Maintenant il nous serait &cile de déduire toute la théorie des 
lignes, de courbure , comme une simple conséquence du théorème 
génâ-al que nous avons exposé. Ce théorème donne plus que ce 
que Ton considère ordîmôrement dans cette théorie. 

Si nous prenons un point x , y , z intersection de trois snr&ces 
(S,) , (S.) , (Ss) , nous verrons que chaque ligne de courbure appar- 
tenant aux deux surfaces dont elle est l'intersection, sera aussi la 
ligne de courbure de deux snrËices développables; et qu'ainsi nous 
auconsii considérer, pour Ja.surfkce (S,), par exemple, les déve- 
loppables (A,,„), (A,, m) dont les arêtes sont normales à cette 
surface (S,), et tangentes aux surfaces (S.) et ( Sj); ensuite les 
développables (A,,,,), (A,^,,,,), normales à la sur&cc (S.), et 
tangentes à celles (S,) et (S3).. II 7 aura donc ainsi deux sur&ces 
développables, telles qu'une même ligne de courbure sera dévelop- 
pante de leur arête de rebroussement; et pour envisager comjdet- 
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^ DÉVELOPMMEPnra DE GÉOMÉTRIE. 

V» HÉHontE. tcmeDt ta oourbare des snr&ces en chaque point , il &udra dé- 
terminer ta natqre et la fonn« des quatre déTelo[^>able6 apparte> 
nant aux deux lignes de courbure qui ae croisent en ce point Cé&en 
qui sont formées par des nMmates marquent, si je puis parler 
ainsi f la courbure des lignes de .courbure dans la snr&ce qui leur 
appartient, c'est un ornent da Second ordre; les surfocea dére* 
loppables fiHmées par des tangootee, marquent la flexion que prend 
la ligne de courbure em* la sur&ce.j c'est déjà im élément dq 
trcôsième <»rdre. 

Ces considérations me rapp^ent des Idées beUee et vraiment 
BeuTes que I^ncret arait conçues , et qu'il a, )t croîs, dérçloppées 
dans un Mémoire inséré pMmi oeas des Savants étrangers (Mé-> 
moires de l'Institut, première classe). Je ne puis que les indiquer 
iâ, parceque leur auteur ne me ks arait , pour edoti ^e , qu'indi^ 
quées ^*\ Pourquoi &ul-il que la mort ncme ait ravi uh^les anciena 
élèves de l'Écok Polytediiâqne, qm , contempiM-ain de ce Dupuis 
qui n'est plus , et de plu^ars hommea oélèbrea qui soat encore , 
semblait promettre de beaux progrès, à k géométrie aoaljtique et 
descriptive. De long-temps l'École Falyteohnique ne eomptçarapàniu 
ses chefe de-bngade, des Lancfet, des Btat, dès Briason, des 
Dupuis , des Molus, des Fiwhpb , ¥. d'^utr^ eaco^e qu», pow av^ir 
un mérite moias énûnept » n'en sfmt pas mcins de beauccn:^ su' 
périeurs à ]» dawe ordiodire do» Frofessevra «t de« bigéoieurs 
bumUls..... 

C^ Lon de mon deriûer passage à Paris, en i9tS. 



ntt -Djr ciNQutiME niitionx. 
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NOTES PRINCIPALES 
DU CINQÏJIÈME MÉMOIRE. 

NOTE PREMIÈRE. 

pTopriétés des lignes de courbure des sucfàces du second degré , 
par rapport à leur projection sur les plans principaux. De la 
projection des lignes de courbure en généraX. 

J_jE8 lignes de courbure des snrfiices dn aeccmd degré jouÎMentd^iue ponj^mM 
générale bien remarquable : faisons-la connaître d'abord , nous la démontrerou 
ensuite. 

Supposons , pour fixer les idées , que nous a^ous projeté toutes les lignes de 
courbure d'ime slvftce 9a second degré sur le plan principal des x , y. Nous 
allons avoir deux séries de lignes essentiellement dîstinotes. L'une ofirant la pro-' 
}ectïon de tontes les lignes de pins grande ' couibore ', Fautre la projection de 
toutes les lignes de moindre .conrimre de la «nrfaoe dn second degré que nous 
considérons. 

BCaintenant , chcqns ligne de l'one on de l'antre sàrie pent £tre considérée 
cxmmela&on, jeveux dire comme la section pinclpele x,^ d'une certaine surface 
dn second degré , dont les lignes de courbure auront pour projection sur le plan des 
X, y , les denx séries de lignes que nous considérons. 

Voilàrdonc deux séries bien'dîstinctes de surfaces du second degré , les premières 
auront respectÏTement pour base ou section principale des x , y, une des pro- 
|ecdons des lignes de moindre courbure ; les astres one des projections des li^es 
de plus grande courbure. 

Et tontes ces snr&ces , comme noua l'avons dit , n'auront cependant sur le 
plan des x, y, qu'un seul et même système de projections pour leurs ligues 
de plus grande et de moindre courbure, 

Pour démontra ce théorème général , reprenons l'équation qui appartient à la 
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336 NOTES PRINCIPALES. 

■V"» MÉMOIRE pr<ïi«*'0" ^^ lignes de courbnre sur le plan iea x,y (art. m de ce Méauàn') , 
elle est 

équation où les constantes artntrairee •>, C sont liées antt'eUes parTéquatiOD de 
condition 

Puisque l'iine des grandeors constantes « , C est arbitrun > fiùtons ^:s a*— • c*, 
en rertu de la condition précédente , nous aurçns 

^ = i- — c" I 
dtmc alors l'équation (p) deviendra simplement 

Oc cette équation est. préciténent ce qne derient celle de la *uriac« primitÎTe 
ia second degcé 

lonqu'on j f^t z= o , c'eat-i-dire lorsqu'on se' place sur la section prindpale 
des X , y. Donc , premièrement , dans let surfaces du second degré , chaque 
section principaU ett toujours une iigne de courbure. 
-Actoellenient ai nous considérons l'équation de la projection 

(?)•■■• -3v---+-s^y='. 

noua Terrons que a, h , c peurent prendre une infinité de valeurs différentes 

a', y, c' , sans que cette équation change en rien pour cela. Car* ïl suffit de faire 

a*— c* _ a'*-~c'* I f — c' _ y— c'* _ t 

et d'e^iprimer que les axes m et n doirent toujours rester les marnes. Voyons 
actuellement comment nous pourrons satisfaire i cette nouyelk condition : elle donne 



donc en vertu de l'équation de condition rapportée oi-dessns , j'ai 
...-«■=.--4-=î^.».--51=i.»-. 
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V>* MÉMOIRE. 



g*— t* m^ , 6*— c* «' __ 

Maistena&t m dépendra toujours de n de la mËnte manière , iia,b , c, quoi- 
que prenant de» valeurs différentes , sont pourtant toujours tels que , en appel- 
lant P et Q deux constantes , on ait 

Hais ces deux équations donnent aussi 

Si nous retranchons membre à membre la seconde de la première , et qu'ennât» 
nous divisions tout par (a*— i*), nous auioaa 

■ • «' j. *• _ 

équation dans laquelle deux valeur^ simultanées de a , fr seront deux premien 
axes d'une surface du second degré dont les lignes de courbure sont telles ^ 
que leur projection sur le plan de |pa axes, sera constamment la même. 

Mais si dans l'équation aux axes des lignes de coorbore projetées sur le plan 
principal X , y , 

on met pom: les coefficients de m* et n* leur valenr ^ et ^ , il Tient 



Dooe « l'équation qui £ût conm^e les axei des lignes de covrbim projettes sur 
le plan principal des v , y est identique arec l'équation qui fait connaître let 
axes X tt y des sniJaces du secojui degré auxquelles ces mtmet projections 



Telle est la démonstration analytique du tliéor£me général qoe nous avoni 
énoncé au commencement de cet article. 

Ces propriétés des surfaces du second degré sont liées à des proprié^ de 
Téteiulue plus générales , et que pour le moment nous n'indiquerons qu'en pauanL 

45 
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S5§ J?OTES PaïNaPALES.' 

1^ MÉMOIRE Lorsqu'on donne , toujonts sur le plan àea x, y, deur systèmes de courbe»^ ' 

«poi<^e celles dn premier système soient rencontrées par celles dq second 4out 
i^ an^e variable eti général , on peut toujours trouver dansVupace use iufùùt^ de 
83'Btémes de lignes trajectoires orthogonales dont ces courbes s.oient les proja^ions* 

Et non-seulement on peut résoudre ainsi la question d'une infinité de muiières ; 
mais on peut encore exiger que ces lif^nes trajectoirea orftogonales soient les 
lignes de plus grande et de moindre courbure de la sur&ce que leur ensemble 
représente. 

Malgré cette seconds restriction , on trouve encore que le problème est suscep* 
tible d'une InfinitÀ de solotions; et l'on parvient à ee résultat singulier : Si ton 
te donne un seul point de la surface cherchée , et tine droite tangente en ce point 
& la tutfaoe , cette surfbce est entièrement déterminée. 

Or, sans connaître la surface demandée, oa peut trosver à priori ses rayons 
de courbure , dès que cette droite tangente arbifraire an point que l'on coniidèr* 
est domiéei 

On peut détepmuer séparément le* surfaces, développables qircooscritM 4 '4 
surface cherchée suivant toutes les lign^ de courbure dont la projection est donnée^ 
Ensuite on sait cçmment, par la variation d^ pajrAPitt'e) oq tr(mT^tréqHa.r 
tio(i d^ la SQiface enveloppe. 

Pour déterminer ainsi chaque surface développable , on a d'abord U projection ds 
tontes ses arêtes rectilignes , ce sofit les tangentes â^ toutnies, projections des lignes de 
courbure d'une même série , ea. pnnaBt pour point» de contact les divers points 
d'une seule et même ligna de l'autre t^àe. U sufQt ensuite d'ej^irimer qnct, daoi 
l'espace, cette ligne seconde série est rencontrée à «ngle droit par tontes les 
•rétes de la surface développable, 'l^fl^rlfr 

Au reste , la solutiou générale de ces questions mérite d'être traitée à part , et 
o'tit cà. qoB sons asaaÎBiaBS de Mva pai la suite. Nc«i obteirsionq seukmen» 
fne W.pdmnpés «iposfa dvis . no» pcmiers Mémoire > présmtea]! h qnestioa- 
■oas vna JBotnw tvès-«impls; c^- ses pnscipee eut l'avastage de dapner, dan* 
le cas qui noiu occupe, deux équations qui contiennent séparément )m él^enta 
dîShcudsls partiels, dv^remiéi al du. second çvàrê. 

En effet, nous avons fait voir qu'en représentant par f t^ -^ le» vdeur» d* 

^ qui , ïur le plan des x , _y, firent la direction des projections de», deu^i li^«v 
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de conrinire , od doit tonjoiiis aroir les deux équations ya* 

et 

r+ 1(^+4') + tf^—o, 

Pt q étant les coefficients différentiels partiels du premier ordre, et r, <, t ceux 
dn second. 

Or {ci f et '4' «ont connu , piùsqu'oo n donne h. prcjeodM cki Vifftm âe 
conrimre sur le plan des x , y. 

Si entre ces denx équations oD SliRiine f ou 4*1 bn a de suite l'équation 
ordinaire aux lignes de eoucbure. Mais les deifx équations qui la remplacent 
ont sur elle l'avantage d'ol&îr séparément, aiiui ^e nous Tarons déjà dit, les 
éléments du premier et da second ordre. 

NOTE IL 

Ve la génération des lignes de courbure des surfaces da soevnd 
deg^é , pat un fnàu^elneM èoniinu. 

Nous ^ons d'abord démontrer par l'analyse , la description géométrique des 
sur&ces dn ^acond degré va général j telle que bous l'arons énoncée {venûer 
Mémoire , page 3a , et quatrième Mémoire , page aS4- Nous verrons ensuite com-* 
ment le même mode de g,êit.kc»ii6a s'^pli^e à la 4ei6rlp^n des lignes de cour- 
bure de ces surfaces. 

Rappelon»-nons toujours qaa x, jr, s étant trois coordonnées rectangulaires, 
et X, Yj Z trois constantes arbitraires quelconques, tonte équation de la forme 



S+^. + §=- 



«t celle, dea fw^Mie^^u second degré rapportées -i 4aur cantr& cofune origiae ,- 
et ildOEp.plavpnacipanzoonUiae plans coordonnés. (X, Y,'Z sont las deminaxe&.). 

Maintenant, appelons X, Y, ZlMbtis pkilies UMridthn d» la droite teobile , 
€fA iOtit t^pe^ti^reO!^ là dOttAcet iÏH point ^à^tmxà èl , y t » *<■>: f^^ 
ebtHàtûijJk rectfa%ÉÏave# àSs y ,'t, àei' a, t'ét àà x , y. ' '' ' i 

F"'"'** désignons les coordoaaéea des 'pcintt oà h droite moBile itaconttll> 
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V"" MÉMOIRE. *^ pl*n* coordonnas 



dea < X, t > par < x', o , n , 
l x,y ) ' {. a^^^.'o. 

bu sait tfae \ei parties d'une ligne droite «ont proportioniiellei aux projectioni 
de ces mêmea parties sur un plan quelconque. En considérant successivement ïeê 
projections des parties X, Y, Z sur les trois plans coordonnés, on «un donc 



(m)..,. 



Hais la partie X de la droite nubile comprise entre !« point générateur x, y , s 
et le point o, y, tf placé aor le plan des y, z ; cette longueur , dis-je , donn* 



X 

X - 


X — lf 


Z 


3= 


^ 


= ^ 


x- 


z — z' 


= 1- 



ou 

X-+ X} + X- -'■ 

Vais nous Tenâm de Toir, par les éqnatioiu de conditioD (m) , qne 

Donc aussi , 

Or' cette équation est prédsément celle des surface* du second degré ayant pour 
demirBxes X, Y, Z. ' 

Donc enfin, lorsqu'une droite mobile a trots de ses points assi^tis à rester 
respectivement SUT trois plam Triangulaires , chacun de ses autres points décrit 
une surface du second degré , ayant pour centre la commtaw intersection de ces 
plans , et pour plans principaux cts plans eux-rnêmes, 

Stppoaons m^iMenai4 qq'^cu lieu de, décrire tonte. la stttfooe du second degré , 
par le moyen d'un des points de;]^ droîte'.motile, on yeuiUf sefilemeut décriia, 
iwe lipiedecourbiire lie ,oette surface. ._ -■. ■ ' i, ■ 
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L'^stioii générale des lignes de courbure d'une surface du second degré 

X' ^ Y» -^ Z' ' ' 

peut bmioun , ainsi que nom l'aTons fait voir %l", art. m d« ce Mémoire , 
se mettre soni la fonne 

m* ' »' 
Voyons donc , en consemst tonjonn la notation adoptée au commencement 
de cette note; voyons, dîs-je, quelles seront les yaleurs relatives de x* et y 
dans la nonvelte bypodièse qae' nous Venons de former. '( Ji^, y' rëpréswtqnt les 
coontenaées ' da point de la (koita mobile qui doit tonjonn rester lorlepUa 
con^nné des x, y.} 
Les équaitioàs de conditioa (rn) taons donnent 

donc 

enfin ces valeurs substituées dans l'éqnadon de la courbe proposée , donnent 






Or> cette équation est encore dn second def^; et elle sous fait toû- qae 
u quand le point générateur décrit sor la surface, une courbe qui, projetée sur^ 
t> un plan principal, est une courbe du second degré symétrique par rapport aux axes 
» de la surface , la droite mobile qui porte ce point générateur , trace sur le même 
i> plan principal , une courbe aussi du second degré et pareillement symétrique par 
n rapport aux axes de la surface, 

» Telle doit donc être la trace de la droite mobile sur djaque plan principal , 
n lonque le point générateor décrit one' ligne de courbure de la surface du 
n second degré, n ' - r ' • i 

RemarqiKms que dans l'équation de ootte trMe, 



(^)-^ + (r^T^=- 



X>a valeur des demi-axes on des pacdes de là droite mobile secondaire , à l'aide de 
laquelle on ponçait décrire cette trace ( «ette droite mobile étajit tout entière dans 
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• MEMOaS. le plu Aéa :t ,y l'appnisnit «I«rt tur lei Uet d« :c etdtt y); oettanledr^ 
disons-nom, est 

— =1 — -m, pour l'axe des x,^ 



< t^onr mnplétet' es qil'oii pnd: dirt sur la g/iaémAom dbt snrfaCbf da «Acond 
dêgcé ,' dMtt aAm Traoïn d« dimàn* noe idfe , - Mtis alknu foife roîr ^ qbntd 
même on prendrait de la manière la pliu aibitraire , les ftois piaiu dirtctéon ) 
c'est-à-dire , ceux sur lesqueb daireiit Nestor trôb poitrts àéteiéiiBà de U ikofte 
mobile , la surface engendrée par cbaque point de la droite mobile n'en snait 
pas moins encore une stufape dû Second degré , Ayant pour pentre l'intersectîoir 
des trois plans directeurs , etc. 

Pour cela, regardftnl l'inteneeAui mlkie 3as troîa phats' directeurs comme 
l'origine des coordonnées , et rapportant tout à trois plans coordonnés rectanga- 
laires, soient 

dx -f- h'y + c'z T= o 

o"* 4- ^'X -1- c'a î« o- - ■ 

les équations générales des' trois plans directeurs. 

Maintenant appelons x , y,z\eS coordonnées du point de la df oîte mobile qui 
doit décrire la surface. que noUa clierclions •, appelons ensuite j/, y, a'; x',^*, *"; 
x", jp*, «• les coordonnées des trois points ^e la droite mobile, qnî doivent 
demeurerresp^ctÎTemqnt sur le premier ,. le second et le troisième plan directeur. 

En vertu des équations de ces trois plans , nous aurons, d'aborâ ' ' . 
cV + yy + cV = o, .. 

Mais les quatre points x,y, s; !X^,y, *'; x',^, j!';s^, y', «* étant, par 
bjrpotfaèse , en Hgne droite; di Aotis app«IoïiS X, T.Z^Ies dlstïtities du pretAiet" 
point i cbacun^des trob autres , cette condition fournira les trob nûtrr^llea éqnadota* 
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THÉORIE. SECTION n: S43 



.^=^^=^. 



g — g' g -■■ a* z — ** 

^X ' Y —~ï. 

Si 4hv c«& é^tiM* mw «mtoiM çbteair 3i", ^",iî" «a «»y»a t/L7f,^t^, 
aoiu aurona iaunédiateoiEat 

' . ^ -.— TE ?■ . .... 

j^ _ jj . 

Snbatituaiit donc ces Taleurs dam l'équation da troUième plan dlrectenr; 

a"V"+ h"y+ c"V"=: o, 
les coordonnées awdliaires s!", y", *'" disparaissent, et il yient 

XCfl"'x+6">-K"'»J-z Cft'"C*-*0+i'"(^-r/)+'^"' (*-*')] = o. 

En ,<Utwraji>«it sucfi^TAman^ et di la.ipànw ipaait^, x'y y', a*} is^, y,i^ ta 
lien d«:c"', y", s'", nom aurons donc les trois éq^uadons symétriques saivanteij 

xca'« +i> +ï'î3— xco- (»-^ + y (^-y) + «' (»-'')]=o. 

X [a"'«+K'>.+<,"'ï3 _ Z Cl/" Ca>-«iO + 4'" (y-âo + °"' (»-«')] = o. 

Si, pour plm de simplicité. Dons dâignoiu par «', C, / les'coeffidents da 
{a: — j:'), iy — y), (a —a') dans la première équation; et par «% ^, y';- 
m'", C", y^, Ie« coafficîArta analognw-daaa la seconde et dans la troisième ; enfin, 
ai nous repréeenteas par O', n*, n^" les trnnet do la forme X {^a'x-^^'y-f-o'aj 
qui contiennent a; , ^ , s dans ces trois équations.', par ces simplifications , au lien 
des trois équadons précédentes , ncns aurons celles-ci , 

O" -•'(»—«')-«'(>— y) - r'(a—.") = o, 

. • rf_.-(a,_a/) -^(jy— /) — /(«— a') =o, 

O'- -'(«-«') -«•(>■-/)- r"<a-a').=.o. 
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544 NOTES PRINCIPALES. 

V»* MÉMOntCÏ Multipliant 1% première de ces équations par le facteur arbitraire A', la seconde 
par a', la troisième par li", et les ajoutant ensuite membre.à memljre , on aum 



+ a'"û'" — A"V" 



— A',r 

— A'"?" 



. — a" / 



ts>-^ = 



Si nom «iippowAs en premier Heu qu'on ait les deux équations de condition 
(a,.... l"-' >■■' + >"• + "■■'". 

I — s! : 



liaient 



>.'a[+ A'n'+ A'^tf'^ , 
■ aV+aV+a"V"- 



Mais comme les trois multiplicateurs ne sont liés que par deux équations de 
conditioa (a), nous pouvons supposer l'un d'eux é^ à l'unité, A, par exemple ; 
alon on a 

On a doue enfin , en chassant le dénominateur commun aux deux termes, ' 

,■ yf"-c,/-oo-+(fT-"— ,-f")a-+(v'r-fy-)o'" 

ensuite, 

, _ WJ".,-,W")o:+ (.y-— /.--') I1-+ (>v— n'y-) tf" 



■ , ((r."'_,-f")o'+(.'f"—e'."')''+(«'-'— "'«■)«". 

' ^ ' = (f.'"— •f")r'+(-'*"'-*«"')«'+C«'.'-^<'))'"" 

Haia noua avons appelé X , Y , Z lea distances respectives dn point x , y , l 
aux points x*, y, i'; sf,'^, »'; x"', ^", *'". Si donc, ponr àtwéger, nous 
représentons par L', L', L'"; M', M', M'"; H', N', H'" les coefficients coiwtanfc 
de Q'j a', n'" dans lea trois valem^ précédentes , elles s'ol&iioiit soss cettq 
forme plus sipiple , „ 
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THÉORIE. SECTION n. 545 

I — i- = L'o" + L'a" 4- L"'o"', 

y — y' = M'a* 4- M'O' + M"'0"'. 
i — i' = N'O' + N'c- + N"'o"', 
Uaû d'ipria ce qae nous Tenons de dire , 

(«_x').+ (j,_y).+ (s-.,'y_ x«; 
donc «iwi > 

/ CL'û'+L'û' + L"'0"')'| 

(S). . . . /+ (M'O' + M'O" 4- M"'il"'>Y = X'. 

1+ (N'a' + N'a' -i- N"'o™yI 

Si nuintenaiit nous notu rappelont qoe af, O*, Of" «ont dw fiwotioiu liuéaîrw dfl 
X, y, i Aa\k fixmfl 

0' = X(û':c + É('^ + c'ï), 

nom toron» que l'équation pi:écé<îente , tonte déliTréa des af, y, s' ; jf, etc. ,* 
ne contiandra pins que x,y , b et des constautea ; de plus , cette équation étuit . 
du second degré en Of, tx', o"', 1q sera pareillement en a;, ^t z; etdeu^me, 
comme cette équation est homogène en o', Q*, o"', elle le sera pareillement - 
ea x,y, z, et ne contiendra que le> qnarrétj on les produits deux à deux , • 
de CM coOTdoonéea. 

Donc enfin j la surface engendrée par le point x, y , *, arlùtrairement prit 
■ur la drtùte nralnle , cet une surface du second degré, dont le centre est k l'ot^jiM 
des co<ndonnécs , c'est-à-dire, k l'intersection des trois plans directenn. 

Si nous déreloppcuis l'équation (S) de cWte surface , nous aunms . 

(L'» + »i" + H" ) û* + « (L' L' 4- If M' + N' N" ) O' O* ^ 
+ {L'»+M"+N-) a"+ fl (L'L'"+ M'] 
+ CL""+ M'"M- H"") »""+ a (^''t' + JfH'1 
Lorsque dans cette équation , nous sobstitnerons pour o', a', o"' leqr ralear e> 
X, y, t, ta cherchant seulement le terme qui multiplie <uy, nous aaro» 

( L" + M" 4- N" ) a' y -H (L' L* + M' M' + N' W ) (tf' y + a' i' ) , 
C L" + BT» + H-* ) «• y + ( L' L'"-!- M' M"'+ N' W) ( o* y"+ a"'*' ) , 

iV"+ M"'s- H"") «"'yn- CL"X' + m^m' + wif ) («"'y + o* &"o. 

rK»«gM^ «mite ««ne, puis btnc , nous aurions les coeflidents de ays, ixt. 

44 



tr M" + N' N" ) o" o* N 

r M'"+ N' H'") o' o"! = X'. 

fur + r'Tf ) o"'a' ) 
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5i6 NOTES PRINCIPALES. THÉORIE. SECTION II. 

Y** MÉMOIItB> Si ^^'''^ *^^ Toulait que la surface eût pour plans principauz les plans coor- 
donnéa , il sulBrait d'égaler à zéro ces trois coefiïcients de ^, yz et xz. 

Observons maintenant que des neuf constantes arbitraires a'. A*, c'j a", b', c'; 
a"', b'", t^" qui déterminent la position des plans directeurs, trois peuvent être 
égales à l'unité, sans pour cela nuire en rien à la généralité de la qne^on. 
Donc U en reste encore six dont on peut disposer; par conséquent la condition 
précédente en laisserait encore trois arbitraires. D'où résulte ce Aéorêrae qno 
nou5 avions démontré par la géométrie seulement dans le Mémoire d^à cité. 
( Journal de l'École Polytechnique , tome Vn , cabîer XIV.) 

u Pour une même sui&ce donnife du second degré, il existe une infinité de 
fi systèmes différents de plans directeurs à l'ude desqnal» elk peot être déorite par 
V un point placé sur une droite mobile convenable. i> 

Et comme les relations de ces plans directeun laissent encore dans leur 
détennination trois constantes arbitraires , on peut disposer de trois données aibi* 
traires dans la Bxation d'an système quelconque de ces plans. 

On ponrrùt pousser plus loin ces considérations ; tuaû comme les calculs où 
nous serions entraînés commencent i devenir compliqués , nous croyons devoir , 
pour le moment, nous contenter de la dimonstratioB générale que nons venons 
de donner. 



ftH DES KOTES DV V** HËMOIltE , A DG LA EECONCE ET DERDIÈRE SECTIOR 
DB LA TBÉORIE. 
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TABLE ANALYnQUE DES MATIÈRES 

COHTENUES DjUIS 

LA THÉORIE DE LA COURBURE ET DE L'OSCULATION 
DES SURFACES. 

PRElVflÈRE SECTION. 

De la forme des surfaces , à partir de chacun de leurs points. 
PREMIER MÉMOIRE. — GÉOMÉTRIE PURE. 



I« HÉUOIBE, 



%. I". — CONSIDÉRATIONS PRÉLIMINAmES. 

IvXÉTHOÔE adoptée dans ces Mémoires : (fest ds classer les lignes et les 
surfaces par rapport aux contacts qu'elles sont susceptU>les de prendre avec 
ttautres surfaces au plus simples , ou plus générales, page i k- 6 

Notions sur les contacts da premier ordre. — Le plan si^t pour en déterminer 
les éUmentf. — Les surfaces ont généralement un plan tangent unique en chatjue 
point, p. 6 à 8 

UtiKté âes applications fournies par les contacts du premier ordre , p. 8 

Exemple offert pat la géographie . p. 8 i lo 

S H- — De L'OSCVLATtOH DBS S0RFACE8. 

Des eontaolB da neond ordre. CondttK»» pour que deux snr&cea aient nn semblable 

contact, p, io i'ia 

Ce que c'est que la cotuimra des snT&ees. El^nents nécessaires i sa déleriù- 

nation, p. ifi 

THÉoafiME. Une surface tptekonqoê est toujours osculée en chacusi de ses poistts 

par une swfacoJu second ibgré (et même par un nombre ij^ni), p. ia i i3 
(Voyex aussi la note II «u ce mfaae théorème, page 6o.) 
D'oùla théorie entière de la courbure et de l'oecnlation des surfaces quelconqoeij 

ramenée ila simple analyse des surfaces du second degré, - „ p.. i3 
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548 TABLE ANALYTIQUE 

l« aiÉMOIRE. Tranalation des diverses propriétés de la conrbare des luifaeea àa ncond d^ré , à 
la corabnre des surEwei générales, p. i3 

Des layons de conrbnre , p. 14 

Ordiogonalité des sections normales qni leur correspondeat , p. i& 

Lignes de plus grande et de moindre courbure. Ortliagonalité de lairs intersec- 
tions, p. 16 i 17 
Sur&cesdéreloppables des normales : ordiogonalité de lenn intersections ,' p- > 7 
Surfaces des centres des demc eourbores -.«r^ogtHialité de leurs plans tangents on 
de lenn contonrs apparents , p. 17 i 18 
$ m. — De la codsbvbe des bihfaces et de celle de leurs sectiohi. 

Pispriétés géaérala des contacb des surfaces dont la forme éprotrre des variatioBs 
déterminées, 'p. ig i sa 

TBÉoRiHE GÉNÉRAL. Ce diéor&De n'étant pas snsceptible d'âne aniljve assez 
succincte , il faut le voir dans le mémoire mfime , {h sa i a3 

Énoncé plus simple : Si l'on imprime à tout les pointt lïuae surface (S) un moiwe- 
ment parallile au plan (II) qui la touche en T , ce point restant immobile , et 

. le déplacement de ceux gui le stfivml inanéiiatemvit étant dans un rofport 
Jmi quelcowfue avec leur distance ait pian (H), la nouvelle surface (_SiJorm4e 
par cette . transformation , tera toufourt oscuUOrice <b.P à la primitive. Et 

.. généralement si le d^lacement despoisOs C0i:Aïgn& à P sur- la surface est avec 
leur distance au plan P dans un rapport infinimer^t petit tïun ordre gutdconijufm, 
quelle que soit ensuite à une distance Jînie du point V, la transformation svtie 
pv la primitiveXS^ , la nouvelle swfiice (^^.a^ratoiqoaxsavecel^un'ictaiiaet 
d'un ordre m-^ a A deux unités supérieur, - - -p. a^ ^ ^ 

Du rajon de conlnire des aaetknu des normales des snrfaCesi p. s6 i «7 

Par les tbéor^mes précédents , la connaissance de tontes les lormes possiUe» âe 
ccnainiredafi«n[{^,nnsQéai «s^e de la coodiin* fane «■&<» ndrndn^ 

. «a m saol de ses pointt. — La afhin choisie pour condiike à la 1 iiiiini»mini 
de tpntita ks i(9|nijti9;|li^s^il(s Itvs coodiare* , ' -: p. 07 à a8 

'Valeurs des rayons dt coorlme des %aes dn sectmd degré , ■ p. a8 

TSiraftME. Le rayon de coiuiure dune cpurbe du second d^rë,'ettun pointa 
queléonipte , est ^al au qiiarré du demi-diajnitre parallèle S la tangente de la 
com^ m t, divisé parla distance du centre d ht tangente en'P, P- 9$ 

Aj^licadon. aux sulfates du même ordre ', nleor ib leurs n^ona âe cambure 

■ «t de ceux de km» section aormalet^ VV' ^ 
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: DES lUTSËREB. '949 

TsioittlIB. te tfiuoTi Jupbu gnmd ou duplat petit êgmi-axë, étréitggrt tta 
mmmet P , diviié par Im moitié (fe Ituu qui cantiâU P, Mit 4gtU au pbuptmd 
ou au pbts p^ rayon de comhin en P, P- 9$ 

TaÉORÊME. Le rayon da courbure duae sactian normah faite au point P, daiù 
une surface du second degré, est une troisiùne praportioaaeiie entrain dirtanee 
du centre au plan tangent enP, et/e diamètre de latmfaceàlafaispart^liU 

. à ce plan tangaU et au plan de la section, p. 3o 

Qbtioii de qoelqiun âiéorètnes reUtib anx Kgnei et «nz nitfuea da aecood degré. 
-^ ( Exlnita Jnn mémoire anr la deicrqition de ces lignes et de ces staàaee , 
Journal de l'École PolTteduiqne , tome Vn , cahier XIV ) , p. 3o i 34 

Théorèmes. Ayant pria on point P anr une surface da «econd degfi , et sur là 
section diamétrale parallèle an plan tangent en P. «unité ayant fixé les deux 
directrices ortiiogonalea de cette section , 

.1*. La droite menée par le point P paraltèkmmt à la plut grande directrice ^ 
sera tangente à la ligne de moindre courbure j 

s*, La droite menée par h point P parallèlement à la pbu petite directrice , sera 
tangente à la ligne de plus grande courbure. 

Ayant déttrnùoé la troisième direictrioe , [vopre avec ces denx-cî , i la âeacripdon 
de la nnfaee > 

1^. Une trmsifyne propor^nneUe à Ui dernière directrice et à la plus grande tbs 
deux autres, sera le n^on de moindre ccmbare} 

9*. Vne troisiivu proportionneiie à h dernière directlitt-et à /d pbu petite det 
deux autres , sera le r^on de plus grande courbure. 
. l^alaBT des rayons des sCetiena oblî^nes des smfMes, p. Sû( 

PrMuière méthode -, propriété génirates des eontaete , P- 54 

TBÉORBih. Lonquo sur deux surfaces simptement tangentes eiiP, enpOittmcer 
deux couties <fui aient entrVtss un contiKt du second o/iAv , timt plàrt tangent 
a» f à ces deux courbes farm» sur ces deux tiiJfiees- deux sections qui ont 
• antr'el^ un contact aueii du seetHuI ordre.' - ' ' ' ' ^ 

TMtotiÈUZ. Si Aux nafaces- ont dùns toute ■ Fiteiidae d!mu Sffte'coàriè b» 

contactdupnmiarartke, un plan ijui&s coupera tangentielleTnei^â cette caurbCf 

tracera deux sections qui aaont êntt'îBllktvn contact dit aecoxti ordre , p. Sff 

Dya ploa, elles anrootteiqomï vn contact do tro ist faiè oïdté. — Voy». 

k Sui^IémMit an second MhaùAe , p^ aaS. 

' (Voyez anasi dans la Table àa second Mànoirei ïimaaei des f rii wi^aitt 
AicréBcs qfi ooai^trttant oetbs parti*.} 
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55o TABLE ANALYTIQUE 

IM MÉMOIRE. J4'pl'<ati<ŒaiŒ«»tict»Ai««condoiAB.EMmpbolF8rtpwlMOMp»Kutd»; p. 36 

Coniéquences générftUs relatiru à U f^enpfctive et aux oBbre§ , p. .^ 

Cei coméqneiices n'ont pas tdots l'éteiKhi* dont ellei «ont muceptiblM, 

et voîci le théorème qui le* nnfiBiliiw toutw. 

TbÉORême. Pour une surfact qui parte omhre ml qui est misa en perspective , 

toutes les courbes tracées sur elle tangentielleinent au -contour apparent, portent 

omire ou vont se mettre en perspective sur un tabltau quelconque , suivant une 

courbe qui a toujours un contact du troùième ordre (ivec tomhre portée ou la 

perspective du contour apparent 'mime. 

TBléORÊME. Toutes les sections d'une surface, tangentes à la même courbe, etpaf 
conséquent à la même droite, en un poiniV de la surface , ont leurs cercles oscù- 
lateurs sur une seule et même sphère. 

Théorème. Une sphère touchant en P une swface quelconque , sien ce point 
un seul des cercles de la sphère oscule cette surface, tous les autres cercles 
tangents au premier seront pareillement osculateurs de la surface générale j p . 38 

ThéOUëme. Ùans les surf aces quelles qu'elles soient , le rayon asculateur d'une 
section oblique quelconque est, comme dans ta sphère, la projection durayon 
de la section normale sur le plan de la section oblique, p. 5^ 

Seconde méthode pour ramener la comrbure dea sections obliques à celle dei 
sectiom normales, par le moyen des surfaces du second degré, p. ^o 

,$'rf, — Théorie DES tahgehtbi coit»cvées. 

Couidérations sur les plans tangents , relatÎTes à la comrbure desamjacea, p. ^i 

D» «mfwes déreloppables drconscijtea aux stufaces à double courbure , p. 41 

Relation nécessaire et réciproqtte entre la direction de leura arétea etcelle de lenï 

couriM de cootactspr If niface àdonble coufbiire qn'eU(ts«irc<HiKxivent, p. 43 À 4^ 

' Tangentas coi^uguéa-, lenr déSnition, P- 44 

Théorème. Une de ces droiies étant tartte duae première tiafaee dévelappakle 

circonserite à la suffaee donnée, la seconde droite est tangente, à la courbt 

de contact , et réciproquement la seconde est l'arête d'une nomvUe déyeJepp^le 

pareillentent circonscrite è la surface donnée , mais ayant la preinOre droite pour 

tangente à la coiaie ^ contact. 

Utilité des applications offerte^ par las tangentes conjuguées, dans la PenpettÏTe , 

les Ombres j la Catctibique , le Défilemeot , etc. , - p. 44 

heaa propriétés lelatiTes aux contacts du wcond ordre « i la couibnfs des 
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" DES MATIÈRES. 55i 

sAriwM'qaelcôBqûet. — Déduitu du aitapU examta des soxùûei osaÙÊtticea 
du second à^gfi , p. 4& 

TbéorËME. Lortqu'um surface du second' d^ré est ùicuiatrice dune surface 
quelconque , ces deux surfaces ont au point de contact tes mêmes lysténus de 
tangentes conjuguées. * 

Analyse de la courbure du surfaces quelcouques , ramenée à la discussion des 

' lignes du second degré , dont les diamètres conjngnés sont les tangeUea ciMiju- 

guées de la sm&oe générale qu'on considère, p. 4^ 

Théorème. En chaque point dune surface quelconque, tous Us systèmes de tan- 
gentes conjuguées sqfit à la fois les systèmes de diamètres conjugués d'une 

' courbe du second degré unique, p. ^T 

TbéorËME. Les axes de cette courbe sont les tangentes des lignes de phts grande 
et de moindre courbure de la surface au point que ton considère, p. 4? 

T&ÉORËME. En un point P d'une surface quelconque , la somme' des rayons de 
courbure des sections normales prises deux à deux, et dirigées suiikmt deux 
tangentes conjuguées ,' est constante , . ef égale à la somme des deux rayons 
de courbure de la surface qu point que ton -eoasidère , p. 4S 

De L*nn)KlATRiC£ : elle fait complettement connaître la forme de la co ur b u re des 
surfaces *. tiudicatrice est la courbe du second degré , ayant les tangentes coiu- 
juguées de la surface en un poin^ , ptiUr autaitt de diamètres conjuguées , p. 49 

Symétrie de l'indicatrice. — Symétri* de la courbure des snifaces, p. 49 

Las smfacea ofiïeiit deux genres de courbure bien dùtincts. 

Premier genre. Formes i indicatrices elliptiques , présentant toutes leva Moiblltes 
dans le même sens , i partir d'an même point , p. 49 

Second genre. Formes A indicatrices hypeibolique» , présentant constamment en 
sens oontiuires, leurs courbures coningnées, p. 5o 

Des asymptotes de l'ïniScatiîoa , lorsque l'indûattice est une bypsibole. '— Lerars 
pro^Hriétéi , p. 5i 

jtpplicatiorks i aux ombres , ila perspectÏTe , jmse surfaces du second dc^; p. 5i 

E^B asymptotes offrent la démonstration la plus sinçla de la génératibn des svface» 
du second degré bypetbtdiqius par deux systèmes de lipiss-ditoites , p. 5i À5a 

Théorème. Dans les surfaces hyperboliques du second degré, les droites rfW» 
génération font avec les lignes de courbtav un angle égal â celui que les 
droites de l'autre ginéfatton font àvtc les mêmes lignes , p. S> 

Retour au cas général. Les asymptotes de l'iodicatiioe ne sont pas shnpleraent 
tangentes ila iw^act ,^ellet -l'iacuient , P- S* 
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55» . TASLE ANALTTIQtE 

I<r MÉMOIRE ^'^ points oÂ les ieax oottiburw sont égales. (Voyez les Himoîru nînibj) 

En ces points l'indicalrice est an cercle on une hyperbole éqiiilat^ , p. 5ii à 53 
Espèce intermédiaire. Surfaces k indicatrices parabolîqaes , ayant une de lean 

conri>nre8 nnlles. Snr&ces dérelotipable* , p. 53 

Construction des tan^fentes conjugales par on mouvenient continQ : eatla oc^stmfr- 

tion n'est réelle ^e quand l'inâicatrioe est elIiptiqiM, . p. S4 

TBÉMtËHE. Jhrs on paùt toi^ours trotofer deax droites tdiet fve âmxplant à 

angle droit tournant atitour de fum! d'elles, tracent limuitaitéHtent tur le plan 

tangent les divers systèmes de tangentes conjuguées passant par le point que 

ton considère. 
implication des proprié^s des tangentes conjuguéetâ la détenaîiiatioii de* élémeijiti 

de la conrinire des snifices , ' . p. 55 

Utilité de ce problème gin&al. — Exemple offert par les (ormes de la caréné 

des vaisseaux, p^ 5S ' 

Des smfiaces dArdopp^les coojngnées - aax lignes de courbure. EUea sont 
T néeeesaires i la définition complette de 1» coral»ire des lignes de combore. 

Comment, par leur moyoi , os peut trouver le plan osculatenr d'une ligne de 

GourboTB^ ' ' p. 56 à 58 

NOT£S PIIIKCIPALES DU PREMIER HÉHOIRE. 

NOTK^I qui sa r^tpoite i la page 6. 

De la continuité des sqifiuM' Forme, génénle qu'allas affflctsntj 1 partir de 

chhcoB de leurs points , p. 5$ à .6a 

Tb^r&hb FOtnyAUESJ al. L'essence des susfacet ettde nepouvoir , âont coupées 

•pttr fin pian tfuelconqite , c^rir qu'une seule courbe , à partir de chaque point. 

Les points de la surface où il en passe plus <f une sont despoints singuliers , et 

toujours en nombre infiniment moins grand que le resta des points de la 

sjSffàce. 
NoTï n qui se n^porte à la pagi la. 
Coustmotit» de* sor&tces du second degré oacnlatrices quelconque*. — On ramena 

ce problème & celui de fiûre passer une combe dn second de^ par trois points 

donnés, . - ' p. 6o A 6i 

Note in qui se rf^KKtp A la page aS. 
De U sph^ compa^ aux surfiwes dont les deux oondiurM prinfiflu sont 

dirigéet en ;ïena opposés , p. fia. ^ 63 

O» ^àX Toir ijjpt pour les «uriaoea à coprbfu-et prïnppales oppoeées , Ij^ loi, guj 
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£e la courbure àea sectiona obliques à la courbure dea seetiona nonnales , est r«F MÉMOntE> 
la même que celle qui lie ces sectiona sur la «phère, p. 63 à 63 

KOTE IV qui se rapporte à la page S7. 

Algorîlbine des projections et des rabattements propres à la géométrie de»- 
cripdve. ^ Moyen simple d'iodiquer les diverses projectiona d'une fliëme grandeur 

■ graphiqw, p. 64 



SECOND MÉMOIRE. — GÉOMÉTRIE ANALYTIQUE. 
SpécialemejUcoToacré à la ^orie des tangentes conjuguées. 

% \". PROnUÉTÉS GÉIfÊEÀLES DES CONTACTS DE3 LIGNES ET DES SVKFACES. 

Art. I". Notions fondamentales, p, 6S 

Théorème. Sifon suf^te que x devienne x+i dansUsJeux courbes z=:^(x) 

«tz=j>[x], et <]u on développe, par rapport à cetaccroisfement, let fonctions f 

^ et %!'/ si les co^icients des m prendèret puissances de \ sont égaux dans cet 

deux développements, les deix courbes auront au point x,z qui leur est contnutn , 

un contact Je fordr^ to; «t le même diéor^me s'aj^lique immédiatement an 

contact des surfaces , p. 66 à 68 

Expression du rayon de com^nre d'une ligne plane , p. 68 à 6g 

Ajit. □. De la simple osculation dei lignes .courbes dont la forme éprouve 

certaines traïuformationa , ' P- % 

( Tout cet article se rapporte à la Sgore I de ce Mémoire. } 

Théorème. Une suite de cordes £une courbe quelconque, toutes parallèles à la 

tangente de cette courbe en P, transportées dans leur propre direction, £une 

quantité arbitraire mais dans un rapport Jini avec leur distance de P, forment 

une nouvelle courbe toujours osculatrice de la primitive en P, p. 69 

Propriétés des tangentes aux courbes formées ainsi , p. 70 à 71 

I>éraonstratioa analytique du tbéoréme précédent. — Simplicité singolière de la 

Taleur du r^on de courbure , offerte par cette médiode , p. 7a i 73 

Application aux combes du second de^ , p. 73 à 74 

Seconde démoustratitm du tUoréme précédent : par la considération de la forma 

des fonctions qui représentent 1^ courbes primitive et dérivée , p. 74 & 75 

Suite be l'article n. De la simple osculation des surfaces dontlafonaeéprooTe 

ceijaîne» trjuts&nnatioiu déterminées , p. .7C 



UM* MÉMOIRE. 
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n«» MËnOlAE- EatenMon dwthior*»* pr*cédeHt,àl'(weulationdea anrflK*» çttlconjucs, p. 76477 

Akt. m. De la tranaformation qu'on peut faire subir aox swf»ce9(et«ax lignes 

courbes) , sans qu'elles cessent d'aroii eiitr' elles imcootact de l'ordre géoJnl m * 

,. 77 i 85 
(Voye» dans le texte l'énoncé même, et la "àémoiOtati.oK analytique du 
théorème qui détermine ces contacta ', |ou bien encore dans la Ubit an pre- 
mier Mémoire , § m. ) 
Art. rV. Otcvlabon des courbes tracées sur des svt&Cea qni «ont en ecmtact 
suirant une ligne quelconque , - p. 83 

pREHIEli T&ÉOHiME. Si deux turfacei ont m commu» toute ana Hgne courbe 
suivant laquelle elles ont un contact de rordn m , les deux sections faîtes dans 
ttttè at dans Vautre surface par an plan tangent d cttte courbe , auront 
ent/elles un attouchement an moins de l'ordre m -1- 1 ■ 
Second THionêME. Si le plan coupant , au lieu d'être simplement tangent à la 
courbe de contact, ïotcutait, les deux sections auraient enti'eUes an ottouche- 
vtatt au moini de l'ordre m -4- a. * 

Tbouiéhib thÉorKhe. Généralement, si, tm lieu ^un plan, une farfkce courbe 
tfuelconque , en coupant les deux premières, todche leur cou^ de contact avec 
ut re^rockement de tordre n , ces deux sections auront mtt'^es nn contact 
au moins de l'ordre m + n. 

Dui* le supplément de ce Mémoire , page 93Ç et suivsntes , nom arons donzis 

beaucoup plus d'extension à ces théorèmes. 

AllT'..V. Rapports généraux des sections nonnales aitx secttons obliques faites 

dans les sÂ&ce*. p. 86 

TbÊorËme. jIi* point ùà la normale d^une courbe' qnelconçwe eff parallèle aa 

plan de projection , h rayon de cette courbe est égal à celui de sa projection ', 

divisé par k <fuarré du cosinus de TincUnmson du plan de la caarbe , sur le 

plan de projection i p. 87 

TBéOftËME. Le rayon osculateur ifune coaibe tjuelconqàe est égal à la simple 

somme des rayons des deux projections de cette courbe sur deux'plans paralliles 

àcerayoa ,et d'ailleurs à angle droit , p. 88 

^ <hi pourra âonc faire tourner ces deux plaus autour d'an axe parallèle à la nor' 

nale , sans que cette somme cesse d'être la même , p. 8g 

TlTÉÔRÊME de Meusnier. Le rayon de conriure d'une section oblique, faite 

' dans une surface, est égal au rayon de la section normale mémement Srigée , 

* tu^iplié par le sinus de l'angle formé par le phin de ces deux sections , p, go 
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5 H. — Théorie des tangentes coNJtouÉES. U« MÉMOIRK 

Art. I*'. Equation (A) des tangeides conjuguées , p. 90 à gS 

Théorème fondamental. Démonstration d« la réciprocité des tangentes 
conjuguées, P- fl3 

Art. U. Application aux lignes de C5nil)are des nirfi(cei, p. g^ 

Ou détenniae la condition pour que deux tangentes conjuguées soient i angla 
droit. Equation (^), P- M i*^ 9^ 

Théouîme. L'équation des tangentes coi^uguées (A), combinée avec f équation (^ 
qui exprime qu'elles se coupent à at/gle droit, donne f équation différentielle 
connue (Q des lignes de courbure , p- 9S i gS 

Fonne remarquable [C^ qu'on peut donner à. Véquatiou (C) des 1î|pies d» cot^- 
bure, p. gy 

Avantages de l'emidoi des équations (A) et (B) , sur oelui da l'éqBation unique (Q 
qui a pour racines 1m rariables explicites des deux autres équations , p, gS 
Art. ni. Des rayons de courbure des sar{acer%t de ceux de leurs sections 
nonnales, p, 98 

Recberclie du rayon de courbure d'une ^action aomale quelconque , p. 98 à 100 
Comparaison des rayons de de^ sectioaa uonuales dirigeas auiTant deux tan- 
gentes coi^uguées, p. 100 
Théorème. La somme des rayons de courbure des diverses sections normalesdune 
surface quelconque , prises deux à deux et conjuguées , est pour un même point 
de cette surface , une grandeur constante, p. 10a 
Et cette constante est précisément la somme des deux r^ont de coorbure de 
la surface, au point qm ton considère, - p. loA 
Recherche des rayons de coudiure des surface* , en £}action de la direction des 
lignes de coiubure > p. loi à 104 
Equation unique aux rayons de courbure ; identité '^fcf"**" équation avec celle 
donnée par Monge , p. 104 
l.ea équations qui nous font connaître la somme et Le produit des deux layqai 
de courbure, donnent unuédiatement la somme des valema inrwiee de ces 
rayons, p, jo5 
Art. TV. Du plus ^and et du plus petit rayon de coutbiu» des surfaces, p. io5 
Théorème. Dans une surface quelconque, le plus grand et le plus petit rayon 
des sections normales faites par un même point, sont précisément les rayons 
tks sections normales conjuguées orthogonal, p. loS 
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W* MÉMOIRE. ^ ^'"^ ^°°^ *'^' '^* rayona des lignes qns nom arona ncmuuées lignes de 
ctmrhure, page lofî 

De ces principes , on conclut ce BEAtJ tbéorêhe fEtiIer : En chaçtiepoùii tTune 
surface, les deux directions de plus grande et de moindre courhure sont cons-* 
tamment à angU droit , p. 107 

Art. V. Démonstration de plosienn 'Ùiètakmtt d'Euler snr h. coorbare dei 
stitfaces, p. 107- 

ThÉORÊME. Si deux sections pîanet sotU fmtes à angle droit suivant la même 
normale d^uae surface , en divisant [unité successivement par les deux rayons 

' osculateurs de ces sections , la samjne des deux quotients sera constante dim* 
toutes Us positions que pourront prendre les deux sections normales quelconques 

• (sans cesser dêtre orthogonales), p. io9 

Théorème. La valeur inverse du rayon £une section normale quelconque, est 
égale à la somme des valeurs inverses des deux rayons de la surface méme-^ 
multipliés respectivement par le quatre du cosinus de tangle que forme c^aqu^ 
direction principale de courbure, avec la section normale que ton consi- 
dère, y. 109 â UCT 
Ce théorème a condnît Eoler & la construction géométri^e des rayons de 
courbure la pins simple et la plus élégante. (Voyez la note H. } 

Art. VI. A^Iication des théorèmes précédents k la âiéorie d« Vaclios capîT- 

' laire, p. 110 

Exposition des principes de cette théorie , tirés de Ta Méchamqce Céleste , p. 1 1 1 

Théchiêhe. L'action capilUan Sun ménisque sphérique , est réciproque au nyoa 
de ce ménisque , p. 1 1 1 

ThéorËhe. L'action capiUaire du fiaidetemûaéjiaj^une surface quelconque est f 
sur un point donné de la normale à cette surface , égale à /a demi-^omme 
des acHons de deux sjAères , ayant respectivement pour centre et pour rayon , 

' le centre et le rayon os^dateur de deux sections normales f tûtes à angle droi't 
sur la swf ace du Jluide ( et faites par le point donné ) f p. ii5 

Donc, si deux sphères ont respectivement pom* centre les centres de conrbure d)i 
la surface, et pour rayon, les deux rayons oscillateurs , la moitié de leur action 
totale sur un point de la normale , sera précisément égale à. l'actioir du Onide 
tersùoé par la surface quelconque, p. ii5 

Rechercfae de l'équodon aux différentielles partielles do swond ordre , qni a^ 
partient à la surface d'un fluide soBicité par l'action capillure , «t d'ailleura 
en équilibre, p. ii5 â 116 
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ta ilùctMBion conduit i U ' démonstraticw de toM 1m i^éitiiiiëDes oondiu , anr • 
l'acdcm capillaire : enchaînement matiiématique de ces divenea conséquence! 
par des comidéiations . puisées dam lea propriétés de la couriiore des sur* 

■ bc6a, • ■ p. 117 à iflo 

Akt. Vn. Discnsaion des formes dala conrbore dessvr&ces par la conaidéntian 
des sections conjugiiées , p. lai 

A qnels caractères analytiques on pourra reconnaître si les deux cominirei sont 
dirigées dans le m^me sens , on dirigées en sens contraires , p. lai 

Théorème. Ou tous Us rayoïft des sections normalet d'wu iwface sont de mime 
signe , ce qui a lieu tptand les deux courbures principales sont dirigées dans 
le même sens ; ou toute une série de sections normalef ont leurs rayons dirigés 
Sun côté du plan tangent; alors toutes les sections hormata conjugùÉes à celles-là 
' ont leurs rayons dirigés du côté opposé i ce qui a lieu quand les deux courbures 
prùicipaUs sont dirigées en sens contraires, p. la^ à laS 

Art. Vni. Des ombilics. — Conditions pour que tons les rayons des sections nor- 
males soient igftva en on même point, .P- i^S 

Aux pointa ombilics , . la direction des lignes de conibiffe se présente sou* 
nue forme indéterminée , -et devient ainsi susceptible d'une infinité de valeurs 
di(F<érantes , p. laS 

entendant cette valeur peut n'être indéterminée qu'en apparence , et alors elle 
appartient à des ombilics d'une autre nature , ?• >^7 

Le caractère analytique des ombilics ne saurait appartenir â'mi point oà les 
deux courbures seraient dirigées en sens opposés, p. 127 i laS 

Pour les ombilics de quelque genre qu'ils soient , les rayons de tontes les sections 
normales sont égaux, p. ia8 

Explication d'un paradoxe analytique, p. 199 

Art. IX. Conditions pour qu'un rayon de courbure soit nul oninfini y. p. i3t 

Des sur&ces dont une des courbures pnncqiales est partout nulle : ce sont les 
sra£aces dévek^fpables , „ . . V- i3a 

Leur éqoation anx différentielles partiellea du second ordre, . . p. tSs 

Th^eKhe. Lon<fu'un des rayons de courbure de la surface est i^ni , ce 
seul rayon est ceàù d'une section unique, conjuguée à toutes les autres sections 
normales, ' . P- '^ 

An point d'une surface où les deux courbures sont nulles , cll« est oscnlée par 
on pian , et ce point est pour elle un ombitk: , p. i33 
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■ Mi^-Mnme. Q"'^'^ ^^ ^ layoa»^ coCrbvre est toàjaan nul, laaiitfiça âflTÎoit une ligM 

. courbe. p. i33 & 1Z4 

Art . Xm -Emploi àm équadons fr^étiîquu pu nppoA fttfz deux ra^otu de conr- 

, 4>ui¥ r'W'i' '3 dûcussion des formes des suifacea , p. tZ4 k i36 

1a maidie prMàtata peut ètn rendus phn npide , pnr l'emploi de tm 

éfuatioiu , mais elle perd en lucidité ce qu'elle gagne an ra^dité. 

NOTES PBJNCIPALES DU SECOND MÉMOIRE. 

Note P* tpà ae nipparte aux pages 69 M ntiviuites. 

DémotBilnition das tbéqrénM| des attiolM detlIIda^I^, pnU n^Aode da 

Fonctiom Ana]yti<}«i > p. 137 à t^o 

HoT£ n. D&nnynatiim gnpUqm. das nj'iiai oac^atenn du Metkns nonnalei 

qiielooiiquei , d'àpria la coanaisiance dei nyxjoê à» conrlnre dea amfacos , 

p. ij(o A 141 
Cette iiDt|e ofiîe la détu^BstraiïoB de la cooalrnctioB géoaa^triqiB.'dpaméi 
par Euler, et dont nous avons parlé page ijo* 
Note DI qui se rapporte à 1^ p^ 1 1 \, 

De l'action -capillaire azersée par .un fluide sui nna colemie péipendîcnlaîre à la 

surface , quand cette surface est une sphère concave on convexe , p. i^t 

Note TV qui se rapporte à la page lao. ^ 

De l'action capillaire exercée, premièrement, entra deux cylindres enchAas^ l'on 

dans l'autre 1^ leurs axes étant différents, mais faiallèlesj secondement, entra 

deux sphères excentriques , p. i4^_ à 444' 

Cette note a pour objet, de faire connaître plosieurs tbéorËmea nouveaux* 

relatifs à l'action capillaire, et fondés sur les propriétés de la courbure des 

sOrfaces. Eu voici le résultat principal. 

Si le même fiuide est soumis à l'action capillaire , 

i* Eràre deux SfHiirà excentriques dont les rayons tdeat wte grandeur leasibU, 

quoûjue leur dâtance sait capillaire ; 
B°. Entre deux cylindres verticaux, ayant pour bases ies grands rercks de ces 

sphères} 
9^ Entre dettjsplatu^ias^etusaaxpetiiet sphères eav^apées par les deasc spkirei 
ou les denx.eyiiadres. ( laore oenires tapp arté» em. le plan vartitxl dej^màriama 
des sphères et des cylindres donnés, et toutes les hauteurs projetées sur ce plut). 
TaÉORÊME. Lejluide sera élwé oudéptiaté à dés hauteurs comspondaates ou J$ 
niveau entre les deux sphères, entre Us deux cylindres, entra les dfuxjf^ww*. 
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TROISIÈME MÉMOIRE. — GÉOMÉTRIE ANALYTIQUE. '""* "^^^^^'^• 

niTE DX LA THÉORIBDE8 TAHGElitES COSJVUVtZS. — »E L'IHDKATIUCE. 

Art. I"; Equation de l'indicatrice de la courtura de» a(ir&c«a, p. l45 

ThÉokëHE fondamental. Pour chaque paiat non siaguiier d'un^ tvrfkcv, H 
eaUte toujours wie Itffte du second degré , placéa sur le plan tangent , t^nt 
pour centre le point que ton considère, et telle, aitfin qu'elle indique et carac- 
térise toujours tout ce ifui est relat^ à la courbure de la surface, à partir du point 
qu'onaprif pour centre. 7'elle est la courbe que ko^ nommons in^Sêtiic», p. 14S 

7'héqhÊhjî. Un plan ii^imiiteiit voisin du plari tmagtnt , et qui bù ettpànsUèU , 

. coupe la surface suivant une courbe du second degré , indicatrice de la fowr-' 

burede laswJbctiàparth'dufoiiWgvàroncoasid^,- '-p. i^ 

Art. n. Propriétés des (Uamètres conjugués de l'indicatrice , p. 14g 

Th^hëme. En chaquff p^int dvae surface , lés n^ams de caariwe des sections 
normales tmt leurs loaguàire pmpûrtioBneSes àiix qaarrés des diamètres tracés 
par ces sectioas dans Ja coutbe iudicatrice de la ^urfitàe, p. i5t 

Art. in. Discussion de l'indicatrice appliquée à la dsouisloB dee divers genres 
de Courbure des snr&ces, - p. i53 

Forme des surfaces, quand l'indicatrice est, 1°. eUiptiqoe, a*. Itjrpeibolique , 
St. parabolique. — CsTactècesanklytiqueè de ces trois cas, < p. i54 ^ i5G^ 

Exanen de quelques cas partiCulien , qui oorre^oudent à des 'formes singnlières 
des aajtàBeSf P- ^^^ ^ 1^7 

Aat. IV. Foimee des sai&ees mac. poàata su les deux courtmres -etxt égales , et 
dirigées dans le même sens , p, 157 

Oana ce cas , l'indicatrice est un c«n^ , et tontes les courbores sont égales , p. iSS 

Alors liiniéthodeordin«iiBpDiirt70in«rleelign«sdeconri>tVB,ecrt«ndéfautj p^ 16a 

Et ptHir obtaidr la Térilabla iquabon des ligaee de ocmrhm, i\ &ut, par dee 
dtfémtîaliow toccetstvBf , anrirar enfin à use 'éqoatH» doat les codGciebts ne 
devifliuieot plus tons égaux à zéro, - p. iSo à ifia 

LonquSine première diFFérentiation suffit ponr.o^, en (ditîeiit ibm équation da 

troisième de^ eq -X ; d'oà l'on conclut alors ce tbéorêue : 1°. // ptisse 

toujours au moins une ligne de coûrhuTe par chaque- ambiiia, if- ii ne peut 

y en passer dewi seuîenent ; S^. d peut eu passer trais. ■ ■ p. 16^ 

Enawtej des trois facteurs dans lesquels on peut toujours concevoir cette léqnation 
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£, décomposée, il y eu anra toujours on qui présentera -^' aoxu uns fomiA 
rationnelle; et ce facteur sera donné par l'éqnatîon difFérentielle de Téquadc» 
unique des coarbures é^Ies. — Donc alors une conriM unique rcpriaaat» un 
système particulier de lignes de courbure , et qui n'a rien de commun avec les 
ligOes du double système ordinaire , p. ig^ à i65 

Théorème. Les ombilics oà se croisent luie ii^irUté de lignes de courbure 7 
peuvent être considérés chacun comme le système de deux ombilics où il n» 
passerait qu'une seule ligne de courbure , p, ig^ 

Tableau général de la forme des smrfaces pour les points oà les deux courburvi , 
diluées dans le même sens , sont égales, p. lyo i i-^i 

lift sphère' est la seule surface dont les deux conilinrea «oîent partout égalée 

- entr'elles, p. 1^1 à 17s 

Art. y. Parallèle des réssluts de l'aiticlfl précédrat avec les résultats déjà 

connus, p. 173 

On fait voir dans cet article que les caractlres analytiques par lesquels 

nous ayons indiqué les points tnnbilics lem' appartiennent dans tous les cas. 

Exemples pris sur la sphère ', l'ellipsoïda et l'anneau engendré par le monro- 

meat parallèle d'un cercle constant , etc. 

AXT. VI. Forme des surfaces aux pointa oà les deux cotorbures sont égales et 
dîr^ées en sens opposés , p. 187 

Pour ces points, l'indictUrice est mie hyperbole éqnilatère , p. 188 

TséOBÊHE. Quatre plans normaux respectivement daigés suivant les deux axes 

et les deux asymptotes de cette hyperbole épùlatère, divisent la sutfisce , à partir 

immédiatement du point donné, en huit parts égales iptatrt à quatre , et 

■ superposaMet deux à deux , p> iSft 

Les \igpea asylnptotiqqes tracées sut les sm'&cet , ont partout pour tangentea le» 
asymptotes des indicatrices: leur avantage sur les lignes de combnre, p. 189 

Théorème, Le rapport des rayons de coupure dune surface est exprimé par 
le cube de la tangente trigoUométrique de FOngle que f asymptote firme avec 
taxe réel de ^indicatrice , P- i8g 

équation des lignes aayïnptotiqiies , p- 190 

THtonfiUE. Quand Us deux courbures sotU en sens contraires, le plan tangent 
coup» ta surface suivant une courbe qui, au point de contact, a pour 
tangentes les asymptotes mêmes de tindicatrice , p> 190 

Becherebe des lignes asymptotiques des sm^cesânteconâd^^ : oe sont des l^ios 
*wtç«, P- »9oi >9* 
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c'est aoe ^émoutntion immédiate de la gén^ndon dea nir&ces du second degré Utat.MÉMOIRC^ 

&yperboHqaea , par le moyen d'une l^e drùte, • p, 19a 

Dana les surfaces â courbures dirigées dans le même sens , les lignes tangentes ans * 

diamètres conjugués égaox sont analogues aux lignes asymptotiques , p. 19a 
Recherche des lignes asymgtotiques qui se croisent à angle droit, p. 19a à 193 
ABT. VI. Des surfaces dont la courimre jouit d'un caractère connut dans chacun 
de leurs pointa , ^ P- ^94 

première classe. Surfaces k courbures dirigées dans le même sens. Leur cdractère 
Analytique. — De la aérie^les points qw , sur les surfaces , séparent les comburei 
dirigées dans le même sens , d'avec les courbures opposées , p. 1^ à 19^ 

Seconde classe. Surfaces à cominires en sens opposés ; leur caractère analy- 
tique , p. 198 à 199 
Troisième classe. Surfaces à simple courbure , p. 199 
Ce sont les surfaces développables , p. 199 
fxamen de quelques formes particulières des^ surfaces ;commei4 on trouve les points 
où les surfaces sont données de ces formes , p. floo à a,o\ 
Art. Vm. Application des. principes précédents à la recherche des rayons d^ 
courbure des surfaces du second degré , p. aoi 
Cet article et le suivant peuvent être considérés comme le complément des recherchée 
de Monge, sur la combure de l'ellipsoïde, p. aos 
Valeur générale du rayon de courbure des surfaces du second degré ayant un 
centre , » p. fioS 
Sa comparaison avec celle qu'on pourrait tirer des valeurs données par Euler, pour 
les rayons dea sections normales des surfaces du second degré , p. soS 
Lea propriétés de la deacription des sur&ces du second degré , par une droite 
mobile qui s'appuie sur trois plans directeurs , conduisent d'une manière très^imple 
et très-rapide à la valeur générale du rayon de courbure , p. 306 à 307 
Aat. IX. Propriétés générales de la courbure des surfaces du second degré, p. 30S 
Théorème. TouUs les surfaces du second degré (pu ont deux axes S et b As 
X, y identiques, sont telles' qu'en projetant les indicatrices de leur cpurbure sur 
le plan des agces identiques , ces projections sont pareillement identiques, quel 
que soit pour chaque surface , le troisiitne axe c , . p. acff 
Tbéorême. Dans tous les points dune mime sur^ce dn second àeffé, l'in^ 
. calrice est elliptique, ou elle est êonttàmment hyperbolique, D'ôùil suit qoe^ 
- sur la jnime surface du second degré , les dei*x courbures Jont partout dirigées 
jiaof le même sens , ou constamment dirigées tn sens opposés , p. 309;à:a}Q 

*6 
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, ht dernier cas & îim lors^'ua axe seulement et! imaginaire , I0 pranier a Un 

dans toutes les autT(S hypoihèsa , . p. aïo 

l^'expresftioD des rayons de combure des ssrfacw du second d^gré , donqie dant 

l'article précédent , est propre à faire cdmuUtre ua grand sombre de propriétés 

' BonveUes de ces surfaces , p. 911 

iHÉoaËME. Les deux rayons de courbure ont pour moyenne proportionnelle , 

le produit des trois déminâtes, divisé par le quarrd de la distaiice ducentreau 

point -oà l'on considère la courbure de la surface du second degré, p. ats 

Eropri^t^ générales qui se déduisent de«e premier diéoréme , p. aia k si3 

Analogies singulière» entre le volume des su:&ce« du second d^^ «t U produit 

- ds JeoES rajKms de combnre en ciiaqoe point, p. ai3 

ïaÉORÊME. La somme des deux rayons de courbure ( et par conséquent aussi des 

• rayons de sections normales canfuguées xjuelconques ) est égaie à la différence 

des quarrés des diagonales de deux parallélépipèdes aycmt respectivement pouf 

arttes les demiroxes , et les coordonjfées du point ^application ; c^e différence 

' diiiisée par la distance du centre au plan tangent en ce point ^ p. ai^ 

I>ropriét& générales qui se déduisent de ce théorème, p. aiS 

Art. X. NoDTelle méthode des tangentes , p. 3i(t 

Secherche d'une méthode indépendante des considérations f ïnEniment petits on 

de limites , p- aiS 

THÉORfinf. On peut toujours trouver' téqitation , t*. ^un système de lignes 

parmi lesquelles se trouvent comme individus , une courbe donnée quelconque et 

sa tangenteen un point; a', d'un système de surfaces panni lesquelles se trouvent 

comme individus , une surface donnée et son plan tangent; U aulEt ensuite de 

donner à la Constante arbitraire de chaque système la valeur qui correspond 

à la tangente ou an plan tangent, p. 317 à S19 

Cette méthode exposée d'abord pour les ligues et les surfaces du second degré , 

dan^ lès traités élémentaires, est susceptible de la plus grande simplicité, p. ai^ 

Idée* de lâ marche qu'il faudrait suivre alors, ' p.' aao i fiai 

NOTES PKDiaPALfiS DU TROISIÈME MÉMQIIUE:. 
ITOTE ) qui se rapporte à la page ao8. 

Dès rayons de ooaAura des pmraboloïdae , p. flss 

C«ninent de l'égnation des smfhces générales da woond degré , nppntâes 4 
' leim plans princtpanX} ob peut passer i^pmédùtuimt à l'éqnâtios des- pa> 
<^nbol4Mles, - f- Aiis 
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fit^ ïlÀtïÈRÉS. ■■ ««S 

Par le même moyen , t>a passe aussi directement de l'expretiion du rayon de «^^ HÉHOàtK. 
courbure des surfaces du second degré , quelconques-, à celle du rayon des para- 
boloïdes. — Identité de ce résultat avec celui fourni par la voie directe , p. asS 

Ih-opriétés des paraboloïdes^ , ïelatires à leur courbure, p. aa^ 

nOTE n qui se rapporte, à la page aog, 

De rînffîcatrice des paraboloïdes , ' ' P- ^^ 

Prehieh THÉoftËME. Dani tm panaholoide du second degré queiconque , tes tor 
dicatrices & la courbure se projettent toutes sur un plan perpendiculaire à fajx , 
suivant des courbes semblables et semblabhment placées , c'est-à-dire , qui oaf 
leurs^gnes homologues paralUles , . p.. 93$ 

Second théorème. Toutes les courbes planes qu'on peut concevoir tracées sur 
un de ces paraboloïdes , projetées paraîîèlemenl à taxe , sur un plan que^ 
conque , sont des courbes sembbujùs et semblabUraent placées sur ce plan, ' p. saS 

SUPPLÉMENT 

kXS FARACRIPRE PREMIER DU SECCtaS MÉMOIRE , ARtlCLE IT , PAGE 83. 

Osculation des courbes tracées sur des surfaces qui sont en 
contact suivant ufie ligne quelconque , • ssf 

^Th^éORême. Lorsque deux surfaces ont dans toute fétendae ^anejigne courbe un 

' contact de tordre m , tout plan kmgent à cette ctyurbe , et qui cm^ les deux 

surfaces, y produit deux sections qui n'ont pas seulement entr'elles un contact 

■ imsaidiatement nipérienr i n, mois imMédiiaenumt supérieur au doidilè 

■ «le m, ... P- *!*6 
Ainsi tout plan tangent i la courbe suivant laquelle den:ï aut£Mes obt un eontact 

du premier ordre , les ctnipe suirant deux lignes qui oM entr'elles ua costaok 

' du troisiime ordre , < p. 009 

Mais ai le ^^ coupait est oeculaften de U ooaibe suivant laqsrile deux sor&icn 

ont entr'elles seulement un contact du prem/Br orArc, ce plan lea cotj^ suivant 

•deux lipies qui ent entr'elles un contact du cinquième .ordre) - p.' oSo 

ThË^iêhE ËÉHËrâl démontrS par là méthode des FtMÔtîAni Andytiqpes. 

Lorsque deux surfaces ont dans toute Cétendub ^une Hgifé cour£s nncohUci 

- de 'tordre m, et qu'une troisième eatfoce qui- tes' cùo^ , u piurtsM'avee .Itur 

Au^ de contact un rapi^rochement de tordre a m, lui) pointa ;-ed ce métne 

poiiit les sections fûtes dans les deux premiëre»' iwfhtes par'-.lfs ttotfîèiliei 

ÇMt enti^eihs ua contact détordre -(m 4- 1 ) <n + » ) — i, ■ ^.-'iaSi "i aS» 
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SECONDE SECTION. 

. DE LA COmBURE CONSIDÉRÉE SVlt TOUTE L'ÉTENDCE DES SDRFiCES , p. 33$ 

QUATRIÈME MÉMOIRE. — GÉOMÉTRIE PURE. 

5 I". Propriétés générales des surfaces trajectoires orthogonales > relatives Â Ta 

courbure dea surfaces, p, 33^ 

{>)midératiDnB générales , p. 334 i 938 

Théorème fondamental sut les surfaces trajectoires orthogonales. Si troif 

séries de surfaces sont telles que les surfaces de chaque série coupent partout 

à angle droit celles des deux autres séries , chaque courbe ^intersection est 

à la fois une ligne de courbure pour les deux surfaces de différentes série» 

dont elle est tintersection , p. a3g 

Utilité de ce principe ; sa démonstration , p. sufo à 043 

Le paragraphe suivant roule sur l'examen des grandeurs graphiques singulières 

oITertes par le système des surfaces trajectoh^ ordiogonales , p. 3^^ 

$ n. DiscusïioQ générale des systèmes de stufiiices trajectoires oïâiogonales. Des 

. tropiques et des tropéides ; leur définition, p. n^ 

I)ef tropiques et des tropé'ides d'ua système de cotulies tracées fbr une série d« 

1 aurfaces, p. 444 

TaÉORËlfE. Les tropi<pies peuvent iùvfours- étrg considérés comme les intersto' 

; tioHs successives de ces lignes j et les tnpéides comme les intersections succès^ 

àves des surfaces , ' p. a44 

Des deux surfaces. tropé'i'des d'une série de surfaces, jurées par des systèmes de 

' oonrbes tracées sur les surfaces de la aine, p. s44 ^ a4^ 

Az^ de r^oussement des surfaces trajectoires orthogonales (S,), (S^^Sj), p. Ujffii 

Théorème. . Let indiques de chaque (S,) , les tropiques de chaque (SO , <f k* 

intersections 4et surfaces (S,) avec les (SJ , forment sur la trupéide M, i« 

^stérile de courbes orthotomiques ou trajectoires orthogonales , p. aj^ i a4f 

De* trois surfaces tiopéïdes C'.] , C'J, -M, d'un système compUt de snrfiices 

.trajectoires oiAogDQales., c'est-à-din^ ofirant txûia séries dl^tpctes desorfacei 

: ftaieotoir«s-(SO.,(S^,(S^, ' ^ :' ■ : . ^ *(7 

pM. lignes hyp^rtrufiques 1 leur défioitioo y - p> s4S 

7aéa^$3ie. .Ijcs lignes hypatrcfique» sont à h-fbisJes trcpiques jks tnfignfu 
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■ DES MATIÈRES. 565 

deF (5,) , (Sb) , (Sj) , tt les communet intersections des surfaces trap^ides []«■, J , iva* MÉMOIIt& 

E'»D > C'33j /"■'*" (feitr d (fétu?. ' 
Des point) hypertropiques. Formes remarquables des surfaces en ces points ,' p. s^d 
Des points remarquables où la forme des surfaces est semblable à celle offerte 

par le cône , à partir du sommet , p. s4§ 

Des ombilics. — Première espèce. Sontansai des points hypertropiques, p. a5o à a5a 
Seconde espèce, Forme des courbes trajectoires, à partir de ce point, p. aBs à a53 
Sont aussi des points bypertropiqaes , p. â54 

Théorème. Si les lignes trajectoires dun même groi^e de surfaces trajectoires 

orthogonales , perdent leur courbure en atteignant leurs tropiques respectifs ', 

chacun de ces tropiques sera la ligne la plus courte qu'on puisse mener entra 
' deux quelconques de ses points- sur la sxaf ace tco^iàs qui le contient , p. 1)55 
Du' sjrstéme d'ortliotomidea ou de surfaces trajectoires orthogonales , lorsqae deid: 

groupes de surfaces y derienneat développablea , p. 355 à a5S 

ThÉORËHE. Vne surface trajectoire quelconque (S,) étttnt donnée, U est toiqours 

possible de concevoir on système do trajectoires orthogonales , composé de la 

manière suivante. . ' 
Premier groupe- La surface (S,) et toutes celles (S,)', (S,)", (S^)" qu'on for^ 

mera par un accroissement ou par un décroissement umforme de toutes les 

normales de (S,). 
Second at troisième groupe*. Les surfaces dàveloppahles des normales à <£,). 
Ce système particvilicr condait à la théorie générale des lignes de courbure des 

auifaces , ~ f>. ii56 

Translation dés propHétés des suriaces trajectoires ordiogonales , à la courbure de* 

surfaces quelconques , p. a^j à aSo 

Grandeurs graphique sitignlières offertes par la courbure des surfaces , p. aS) 
Seconde simplificatiqn du système général d'orthotomidee. Théoris de la cour* 

bttre de» lignes courbes , p. ago 

Des deux com'bures d'mie ligne courbe , p. a6a 

Nécessité, avantages de.Iem'déteiuinatïon, p. s6a à 963 

Celles des lignes de courbure sont complettement données par notre système général 

de surfaces orthotomides au trajectoires orthogonales , ' , p. aB4 

S m. Applïcatiod des propriétés des surfaces trajectoire» orthogonries , à la »• 

dierche des %nes ' de comintre des surfaces en général , et particulièrement des 

anrfaces du second d^ré, p. ag^ 

Utili^^ M sjntAme déu la recbudie des lignes de coinlian des smfaco , p. b65 
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fV"» MÉMOIRE. Exempta offert paf lea «nrfaces do seèand degré , ' ■ " p.'sGS 

Reclierche des surfaces trajectoires propres A. couper partout , à angle droit , nue 

surface générale du second degré. — La auifftce dn premier degré , le plan ne 

peut pas être mie telle traiectoire » p. a66 

Ordiotomie de deux surfaces du second degré, p. a6S 

.Théorème. Si deux surfacas- du second degré ayant mêmes plans principaux , 

■ te coapetU à angle droit en un certain paint, lorsqu'on prendra la somme des 
quarrés du rapport de chaque ordonnée de ce point au produit des demi-aj:et 
paraiUlet à la même ordonnée , cette somme ^era nulle , p. 3S7 

,TH£0RÊME. Oh petit toujours trouver un cane du secaïuL degré , symétrique 

■ par rapport aux mêmes plans principaux , ef doatles coonhnnéerpour chaque 
" point satisfassent à cette demiérû conditiou , p. 267 

'Thïorêiie.. ,Z7e&r surfaces du second degré se covperoiU à angle droit dans 
toute l'étendue de leur intersection , si seulement leitrs sections principales se 
coupent à angle droit, p. bGS 

Formation da sj^it^me général d'ortfaotomidaa du s'econd degré, .' p. *58 

TbÉORÊME. Pour que deufis surfaces du second degré (S,) , (1^ fe coupent partout 
. à itàgle droit , il faut ^ue leurs sections prittcipàies corfespwtdantes aient 
les mêmes foyers. p. «69 

Théorème. Quand deux surfaces du second degré ayant mêmes plasts princi' 
paiicc, ont les qaarris de leurs axes correspondants équid^éreats , ces deux 
surfaces se coupent à angle droit dans toute têtendae de leur commune in- 
tersection, p. a% 
Dùcnssion du ayatËmc général de surfaces trafectsîres orthogonales dn second 
degré, p. sSg 
* Premier groupe. Ellipsoïdes : ils' remplissent tout l'espace de leurs poiitts , p. aS^ 
EiiipseMtsihe : dans le plan des grandes sections principaies , p. â^ci 
Second groupe. Hyperboloïdes hyperboliques. Us rempliskent tokt feapace' de leurs 
points , 1^, S^o 
Byporbold limite : dans le plan des moytniias sections ptintipaiet , . p- 370 
T^roisième groupe, HypeilKiIindes elliptiques. Ds feuplisseBt lotÂ l'eipacd de'liemè 
pointa , p. trjo 
Discussion dés lignés de courïiure des surfaces du s9Cond degré , p. 1*71 
Conunent et jusqu'i quel point notre système de surfaces trajectoires ordi<^oiides 
caractérise et décompose la courbure des suifaces du second degré , p. 371 
TbÉob£ne< Les projections des lignes de couriure des surfaces du secoaddegré i 
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sur ies plans principaux , sont des courbes du second ieffé, dont les axes jy», MÉMOIRE 

sont placés sur les axts mêmes de la siafact, p. a?» 

J^cjectiona d«s lignes trajectoiie* oithotomiques , ou Ugoes de conifoora àm siir-< 

facea du second degré , p. a^p à S73 

Théorème. Dans le système général de surfaces trt^ectoires'orthogonaUsdusecàhJ 

degré , las lignes de courbure communes aux surfaces dedeux genres diff^ents, 

- projetées sur les plans principaux , sont des ellipses ou des hyperMes, su^ 

vont que les sections principales correspondantes des surfaces du troisièmn 

genre sont au contraire des hyperboles ou des ellipses , p, 973 à 374 

Premier groupe d'orthotomiques ou lig&ea de courtnire oommunea à l'ellipioïda 

et ji l'hyperboloïde byperboliqop i leurs prD)ectioiis sur Ira plans des granda , 

moyenne et petite aectioos principales , sont des elHpses , des ellipses , de» 

hyperboles, p- ayS 

Secvnd groupe , ou lignes de courbrure commune à l'eUipsoïde et & HTpèrboIoïda 

elliptique. Leurs pnqections sur les plana des grasde , moyenne et petite se£- 

. tioDs principales , sont des hyperboles , des ellipses , des ellipses. p. ajS 

Tyoisièjne groupe on lignes de courbure communes aux deux hyperboloïdes. Leurs 

projections sur les plans des grande, moyenne et petite sections principales, sont 

toutes des hyperboles , p. ay^ 

Tableau général de la forme des projectious des lignes de courbure des sur&ces 

■ du second degré , * p. <^y^ 

Des courbes limites des trois gmupes de sui^ces et de leurs lignes de courbure, p. a^ 

Ellipse limite. Elle est le lieu des ombilics de tous Us hyperboldides elUp- 

tiques, ^ p. 377 à 378 

HypertKile limite. Elle est le Heu des ombilics de tous les ellipsdides , p. 373 

Kelationa des deux courbes limites, placées dans des plans perpendicnlaires, p. s8o 

Théorème. Tous tes on^ilics des eOipso'ides sont autant de foyers de la courbe 

' lieu des ombilics des-byperboloides à deux nappes , et réciproquement. — - Autres 

' .propriétés , p. a8o 

Moyen de tronrer immédiatement les ombilics des surfaces du second degré, p. 381* 

Système général Jorlbotomides porodo/oïdlM. Leurs ombilics, p. 381 

Tableau général de la forme des projections des lignes de courbure des paraboloïdes ,* 

p. 083 

Ànalo^es singulières entre les lignes de courbure des snrfaces du second degré et le» 

foyers des sections prinaîpales , p. a83 

Description des surfaces du second degré et de lenn lipies de couibure / pïr mi 
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monvêmenf contiun , ' ?• >&( 

Xhéorêhe. Lorsqu'une droite mobile /appuie par troit points fixe* sur trois 

■ plans priitcipaux , chacun île ses points décrit toute une twface du second 
degré, p. 384 

ThÉOKËHE. Lorsque le point générateur, du Umt de décrire toute la surface, ne 
décrit plus qu'une de ses lignes de courbure, la droite mobUe trace en même 

■ temps snr chaque plan prkicipal une courbe du second degré aytuit pour axes les 
axes mêmes de la surface, p, 385 

Ces traces de la droite mobile peuvent etlesHii^et être décrites par des 

droites secondaires. 

Appareil pour la description des lignes de courbpre , p, ^g£ 

DttDs la recherche des lignes de conrbnre, le sTstême général d'orâotomides on 

surfaces trajectoires orthogonales à double couriiure , est sourent préférable à 

celui des déyeloppables des normales, p. 387 

C&nclusion de ce Mémoire. — fjnpiû qu'il faudra £urs du STStfime général dea 

trajectoires orthogonales , a88 à a^o 

HOTES PRINCIPALES DU QUATRIÈME MÉMOIRE. 

KoTE I qui se rapporte à la page aiS^. 

Idées sur la nomenclature géométrique. — Incohérence des expressions reçues. 
' —Leur complication pour exprimer les objets que la géométrie descriptive 
. considère. — Dénominations nouvelles. — H est à désirer , ai elles ne sont paa 
adoptées , qu'elles attirent an moins Vattention des géomètres vers un objet si 
. intéressant, p. agi à l^a 

Note n qui searappoite à la page a^'*. 

Théorème. L'angle de deux plans étant droit, un troisième plan qui les coupe 
, chacun sous un angle droit , -à un infiniment petit du premier ordre près ^ 
marque sur eux deux traces qui font entr'elles un angle droit , à un in^ni- 
. ment petit du second ordre près , p. sga 

Note III qui se rapporte à la page 267. 

Conditions pour que deux plans tangents , et par conséquent deux nu&cea , «a 
coupent à angle droit en un point donné , p. agS 

Ce que c'est que les soutangentes des plans tangents , p- ag3 

Théorème. Deux plans se coupent à angle droit lorsque la somme des proditUs 
. àeu3i à deux des valeurs inverses de leurs soutangentes correspondantes, ^t 
nulle j P* 334 
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TaiOAiiat.Zàa tomme àetprodaiti, dtux àdeux ,det valairs inveneé data 

génies coTTtspondantes , divisée par U produit dès deux droites t^aotntpectiv»- 

inentcavaimtrsiMversespuurprvjeetiiMSiee^iiotitnt , ààt-je, ettpricitéaimtégal 

à 00 qu'on appelle le coainiu de Fanglê firme pur tes deuis plant , p. 496 

Iton IV ^ at r^ipotM anx p«(pt sSi «t 081. ~ ^ 

DâtarmintioB des mbillcs d« «aboM d« MMad 4ef^ , rMuita àMpltt^pIe 



CINQUIÈME MÉUOIREi — GÉOMÉTRIE ANALYTIQUE. 

Théorie des surfaces trajectoires orthogonales ^ appliquée à la 
détermination des lignes de courbure. 

S P*. Du IBKPACM TCAJBCfOfftEl ORTBOedMiLES tKJ «ECOHD Vioai. 

Art. I*'. Déterminer les condîtioiu qni rendent deux sorfacea du MCond degré , 

injoetoieu ortbogoaaks ri«ipt«[Mt , p. njS 

Première méthode. On retroore ici , pu TAnaljïe , In conditioiu auxquelles 

nons «Tona vu qu'il fallait satia&in , par U iDétlw>d« géomitri^ie du Mémoire 

précédent 
Seconde méthode plus rapide et plus simple, p. 3oi 

Aut. tt, ThÉorShe. L'intersection de deux stafactt du second degré, trajectoires 
. réciproques orthogonales, est précisément pour £uaa et pour tautre, une des 

Uffies de leur courlmre , p- 3o3 

Art. ni. identité des équations noitrelles d« liçMS de combim des soi&ces du 

second de^, avec celles trouvées par Honge, p- 3o5 

Art. IV. SjstJme général des suifïc«s tilftjectolrél ordlogonales rédproqnes du 

second degré , p. 3b8 

Tranalonnations succesûres de l'éqnation Je ce système pour produire celles des 

trois genres partîcufiers , eUipsoides , Iiyperboloïdes hyperboliques , hyperlxtlàïdes 

elliptiqnçs, qui se traTcrsent constamment i angle droit. —Equations de l'ellipse 

et de l'hyperbole limites, p. 3o$ à 3i4 

L^arantage de M système est àe fidre connaîtra i la fols tout ce qui peut être 

^ relatif anx lignes d« coiffbnrfl iM trois genres de svrfiKies du séante degré , 

lorsqu'on cherche senleraent les lignes d« eombitre d*tma lenle anrfacâ de ce 

degré. 

ÂÉ.r. Y. thisystiiiudetnii&ceiparaboloïâestr^ectDÎres orthogonales, p. 3i4 

47 
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* MÉMOIRE, ûafactère ' géométriqoe des paràboloïdes elliptiqao et hyperboliques , Tala'Hvemest 

- aux foyers des sections prmdpales, p. 3i5 
Aecherche des conditioiu analytiques qui daivant aToir lien poiir que deiix panbo- 
l loï^es se ,coiç.ent partout à angle droit, p. 3i5 i'Si/ 
Théorème. Cette conditton e^Kiinifl en Géométrie, est que iessùrfaca p'ara- 
• ' boiç'ifif^ lyajsctoiret orthvganaJes omt ctmstaiiutitatt menu foyers pour leurt 

sections principales correspondantes; et cette condition suffit toujours à ForÛto- 

gonaiité des intersections, , , p. Si/ 

Transformatiôas- successives de l'équation générale du système des paraboloïdes , 

. pour produire les trois groupes de paraboloïdes qui se conpent à angle droit. 

— Équations des paraboles limites, . . p. 3i8 à Sao 

L'avantage de ce système est de faire connaître à'ia fois tout' ce qui peut être relatif 

aux lignes de courbure des deux genres de aui&ces paroboloïdes du second de^é , 
, lorsqu'on cherche seulement les lignes de courbure d'une seule parabolpïde , :p. Sni 

% IL Des surfaces trajectoires oetbogouales d'un degré et d'vhe 

FORME QQELCOUQOES. 

Art. I". Des condltiom dorlbogonalité ou d'ortliotomie , ejiprimées par des équa- 
tions aux différentielles partielles du premier ordre,, p. Sas 

Comment on peat exprimer analytiquement que trou séries de surfaces dépendant 
chacune d'un paramètre arbitraire , sont telles que chaque surface d'une sépe est 
partout coupée à an^le droit par les surfaces des deux autres séries, p. 3a3 

Équations (III) aux dilTérentielles partielles du premier ordre , qui expriment cette 
condition. Za4 

Théorème. On peut concevoir une irtfinîté de systèmes coit^sés de trois- séries 

. de lignes trajectoires orthogonales, et tels tju'à partir de cJuufua point d'un de 

' . €es systèmes, si Ton conçoit i". les trois lignes trajectoires passant par ce point, 

ti?. -Unîtes les autres lignes trajectoires qui les rencontrent, on va former ainsi 

, trois furfaces quijecouperont à angle droit, au point que l'on, considère; mais 

- qui, à une distance Jînie de ce point, ne se couperont plus à angie droit, p. 3a5 

Par conséquent, pour tontes ces snrfaces, les. équations diiférentielles du 
jnrenier ordre ^11) pourn^,èti^.satis^tes^ sans -que^la condition d'orthogo- 

,- Ji^té 'qu'elles ei^prinient ait lieu pour lesîutersectionftdes surfaces trajectoires, 
au-delà du point où l'on s'était placé sur trois surfaces à angle droit-: c'est 

> -d^c l'cjKtenupn de cette condition d'<Kthogonalité i ans; points eéjaaa » qu'il 
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^•glt d'expnamr ; M c'est i quoi nons parrenoiw par le moyen des équatioiM v«>* MÉMOIRE, 
«ux diiFérentielIes pardelles du second ordre. 

Aut. n. Des condidons d'orthogonalité on d'oidiotomie , exprimées par des équa- 
doiis aux ^ffiérentielUs partielles, do Bficoad ordre, ' p, 3ii6 

Cotapuat on «xprime qv'^ s'anoçant infiniment' p«a' ntr la iaoïmale d'une snr&ce 
de la première série , par exemple , les deux sni&ces de l'antre série, qui passent 
par le point que l'on consid^e , se cotqient toujours à angle droit , p. 3n6 à 5aj 

En marchant ainsi sDccessivement sur les trois normales aux trois smfaces qui se 
croisent à angle droit en un même point , on obtient trois équations aux différait- 
tielles partielles du second ordre. Or, la coexistence de c« trois équations exige 
qne chacone se décompose en deux parties ; et les nouyelles équations qu'on ob- 
tient ainsi , au moyen cf uxw simple tnUltfeniWtion , sont précisément les équations 
aux tangentes conjuguées des trois sut&ces ; mats, comme les sut&ces sont snj^o- 
sées se couper àangle droit, ces tangentes conjuguées sont ordiogonales, etpar 
conséquent elles appartienneni ceux lignes de courbure re^ectives des surfaces 
trajectoires orthogonales , . P- ^a? à .^0 

De là résulte la démonstration analytique du théorème énoncé dan* le Mémoire 
précédent, ■ " '. P- 53o 

Art. m. Des surfaces déreloppables trajectoires orthogonides des surfaces quel- 
conques, p. 33q 

Théorème. Quels que soient les systèmes de trajectoires orthogonales dans les- 
quels entre une surface donnée, toutes les courbes de trajection tracées sur elle 
' par les surfaces des deux groupes étrangers à celui qiii la contient; ces courbes, 
disons-nous , sont constamment les mêmes , et par conséquent elles ne d^>endent 
que de la nature de la surface donnée , p. 35i 

Théorème. Si les surfaces dun des groupes sont dévelc^ables , et c'est ce qu'on 

- peut toiqours supposer, les surfaces d'un second groupe sont aussi développahlés , 
et elles se eoupmt à ujigle droit , suivant les normales des surfaces du troisième 

■ groupe, . p. 33i à 353 

D'après ces résultats , il serait facile de déduire toute la théorie des lignes de cAir- 

- bure, comme une simple conséquence , du théorème général qui sert de base à 
cette seconde section , p. 353 

ho système complet de trois séries de smfiaces trajeeCaires orthc^oiiales ne &tt pas 

. seulement ciMmaître les raytns de coudiare de la suiface, il fait connaît» 'les 

■^fifOi courbures de chaqqp ligne de' cJHU^nie. — UtUité de cette .connai^tsaace , 

" . ■ p. 333 à 334 
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V»f HÉUOIBE- KOTES PRDfCtPALES DU OUqUJÈME HÉBfOI&E. 

lïoTE I ^i se rapporte à U page 3oS. 

Propriétés des ligues de courbure des nufkcei do sacMid degrj par mpport i leur 
pT<^e<^a 01U lep j/lma frinàpua. De laprojocdondieeMUgiMcdeconrimreeit 
général, p. K5 

ThÉQRËHE. Pour ufM ttaface dit second degré quelconque, chaque ligne de cour- 
buri, projetée sur un plan principal, est la section principale ou la baae d'une 
nouvelle surface du second degré telle que toutes ses lignes de courbure ont pour 
projection, sur le mime plan principal, la projection même des lignes de courbure 
de la première surface , 
Ce preniier diéortou est ualytiqoeiiient ^btaxateA par ce second théorfene généra- 
lement applicable à tovtoa les stufaces du second de^ : 
THtoRÈMB. L'étpiadon qui fait connaître Us axes des lignes de coarhure projetées 
sur le plan principal des x , y , est ideiUique avec t équation qui fait connaître 
les axes x et 7 des surfaces du second degré auxquelles ces mêmes prcjectiont 
appartiennent, p. 337 

Ces propriétés des snr&ces du second degré sont liées à des propriétés de l'étendue 
plus générales , p. 33/ 

Théorème, lorsqu'on sedonne sur un plan Us projections des lignes de courbure 
dune surface , si ton se donne en outre un seul point de la surface inconnue , et 
une droite tangente en ce point à la surface, elU est entièrement dét&minée, p. 338 
IfOTE n qnï se rapporte i l'art. IV. 

De la génération des lignes de couri>nre des snr&ees du second depé p« ua 

nonTement continu , p 333 

Démonstration analytique de la génération de« siir&ees de ce degré > énoncée 

page Sn , premier Mémoire, et p«ge 084 quatrième AléiOwc- Dan* le cas oà 

les trois plans directeurs se coupent i ai^e droit, et sont pris pour plant 

caordonnés , p- 3Ss i 34" 

Théorème. Quand U point g^ténOottr décrit sur h siaface une courbe qui, pror 

jetée sur va plan principal , est une cour&e du second degré symétrique par 

rapport aux axes de la surface, la droit» mabiU qui dirige *e point générateur 

tr«cem\emiiaefiaafnaàpsil, une courbe aussi Al second degré, etpareilte- 

mmsrt symétrique par ra pport eaix axes de la turfsce , p. Sjf f 

T^QRËUE. Telle doit donc être la trace de la droite moMe sur chaque plan 
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principal, hnqâe le point générateur décrit nne ligne de coulnire de la surface ^^ mémo ihE. 
du second degré. 

Démonstration générale de la description dâ «UtEtces du second degré par le 
moyen d'une droite mobile donttfob points fixes s'^pnient sur trois plans tpK^ 
conques, ■ . ' p. 34^ 

TbÉorëme. Pour me seule H métne ntrfac$ du second degré, il existe toufo'urs 
une infiailé de ces systèmes de plans dirwUurf à fvirb desquels la surface 
peut être décrite par un point convenablement plac€ stif h drvite mohik daU 
ils dirigent le mouvement , p. 34ai34$ 



f DI Li. TABLE PB LA âECONDB IKTIOIf KT M LÀ rôiOR». 
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